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Ïðåäèñëîâèå
Êíèãà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî êëàññè÷åñêîé

ýëåêòðîäèíàìèêå è ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, âêëþ-
÷àÿ ýëåìåíòû âîëíîâîé îïòèêè. Êàê âèäíî èç îãëàâëåíèÿ, çà èñêëþ÷å-
íèåì ïîñëåäíåé ãëàâû, êíèãà êàñàåòñÿ òåõ âîïðîñîâ, êîòîðûå òðàäèöè-
îííî èçó÷àþòñÿ íà âòîðîì êóðñå ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÍÃÓ. (Îñòà-
þùèåñÿ âíå êíèãè ãåîìåòðè÷åñêóþ îïòèêó è ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû
äèôðàêöèè, à òàêæå ÷åòûðåõìåðíóþ ýëåêòðîäèíàìèêó ñ ñîïóòñòâóþ-
ùèìè âîïðîñàìè èçëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö è ðàññåÿíèÿ àâòîð
ïðåäïîëàãàåò èçëîæèòü â äîïîëíèòåëüíîì èçäàíèè.)

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà, âûõîäÿùàÿ çà ïðåäåëû îáÿçàòåëüíîé ïðîãðàììû
êóðñà, âîçíèêëà èç æåëàíèÿ ïðèâû÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà â âèäå ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ âîëí äîïîëíèòü îñåñèììåòðè÷-
íûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè âåêòîðíûìè ìóëüòèïîëÿìè, çàäàâàåìûìè â
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Òåì ñàìûì êëàññ ðåøàåìûõ âîëíîâûõ çàäà÷
ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ îáëàñòåé ñî ñôåðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè.
Ýòî ïîçâîëèëî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ôîðìóëèðîâêó çàìêíóòîé çàäà÷è
èçëó÷åíèÿ äëÿ ïðîñòåéøåé ñôåðè÷åñêîé àíòåííû è òåì îáëåã÷èòü èç-
ëîæåíèå âîïðîñà îá èçëó÷åíèè àíòåííû, ïîä÷åðêíóâ ïðèáëèæåííîñòü
îáû÷íî ïðèìåíÿåìîãî ïîäõîäà.

Êíèãà íàïèñàíà êàê ïîñîáèå äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî èçó÷åíèÿ îñíîâ
òåîðèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ýëåêòðîäèíàìèêå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîíèìàíèå
òåîðèè ïîëåçíî è äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû, àâòîð ñòðåìèëñÿ ñäå-
ëàòü èçëîæåíèå ïî âîçìîæíîñòè äîñòóïíûì, ñëåäÿ çà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ è îòñóòñòâèåì ëîãè÷åñêèõ ïðîáåëîâ â öåïî÷êàõ ðàññóæäåíèé. Ýòîé
æå öåëè ñëóæèò èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ íåîáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷å-
íèé òèïà f̂ , Ê (ñî ¾øëÿïêàìè¿) äëÿ âûäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ðàçóìååòñÿ, äàííîå êðàòêîå ââåäåíèå â ïðåäìåò (ê òîìó æå ÷èñòî òå-
îðåòè÷åñêîå) íå ìîæåò ñëóæèòü çàìåíîé ñóùåñòâóþùèõ çàìå÷àòåëüíûõ
¾òîëñòûõ¿ ó÷åáíèêîâ, ïðèìåðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â áèáëèîãðàôè÷å-
ñêîì ñïèñêå. Îñîáåííî õî÷åòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà âåëèêî-
ëåïíûå ó÷åáíèêè ïî âîëíîâîé îïòèêå Àõìàíîâà-Íèêèòèíà è Áóòèêîâà.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü äèðåêòîðó ÈÒÏÌ
èì. Ñ. À. Õðèñòèàíîâè÷à ÑÎ ÐÀÍ àêàäåìèêó Â. Ì. Ôîìèíó è çàâ. êà-
ôåäðîé îáùåé ôèçèêè ÍÃÓ ïðîô. À. Ì. Îðèøè÷ó çà áåçãðàíè÷íîå òåð-
ïåíèå, ïîçâîëèâøåå àâòîðó íàïèñàòü ýòó êíèãó. Áëàãîäàðþ ñòóäåíòà ôè-
çè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ð. Ãàëåâà çà ïîìîùü â ñîçäàíèè èëëþñòðàöèé.
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ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ
ÂÎËÍÛ

Äî ñèõ ïîð (â ÷. 1 ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ) ìû îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîò-
ðåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ëèáî ñòàöèîíàðíûõ, ëèáî
êâàçèñòàöèîíàðíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà áåç òî-
êîâ ñìåùåíèÿ. Òàêèå ïîëÿ âñåãäà ñâÿçàíû ñ ñîçäàþùèìè èõ èñòî÷íè-
êàìè â âèäå çàðÿäîâ è òîêîâ è â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêà íå ñóùåñòâóþò.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ òîêè ñìåùåíèÿ
ïðèîáðåòàþò îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè òîêîâ
ñìåùåíèÿ ïîëÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è â îòñóòñòâèå òîêîâ è çàðÿäîâ. Ýòî
� ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òàê íàçû-
âàåìûå ïëîñêèå âîëíû è òå ôèçè÷åñêèå âîïðîñû, êîòîðûå ðàçðåøàþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè.

7.1. Ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.
Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Åùå Ìàêñâåëë îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ èì ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íå
ñâÿçàííîãî íè ñ êàêèìè òîêàìè èëè çàðÿäàìè. Òîêè è çàðÿäû ìîãóò
ïîðîæäàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå ñêîëü óãîäíî äàëåêî ìîæåò
îòîðâàòüñÿ îò ïîðîäèâøèõ ýòî ïîëå èñòî÷íèêîâ è ñóùåñòâîâàòü â âèäå
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7.1. Ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå 9
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ýòè ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè óðàâíå-
íèÿìè Ìàêñâåëëà (áåç çàðÿäîâ è òîêîâ), êîòîðûå äëÿ âàêóóìà èìåþò
âèä

rotE = −1
c

∂B
∂t

(1), divB = 0 (2),

rotB =
1
c

∂E
∂t

(3), divE = 0 (4).

(7.1)

Ýòà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèé (6.16) èñêëþ÷åíèåì ρ, j,
çàìåíîé D è H íà E,B, ÷òî äëÿ âàêóóìà ñïðàâåäëèâî èç-çà ε = 1, µ = 1.

Òàê êàê â ïîñëåäóþùåì íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîìàãíèò-
íûå âîëíû è â ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ (íåïðîâîäÿùèõ), íà÷íåì ñ óðàâíå-
íèé, ñïðàâåäëèâûõ â îáùåì ñëó÷àå

rotE = −1
c

∂B
∂t

, divB = 0,

rotH =
1
c

∂D
∂t

, divD = 0.

(7.2)

Íî ýòè óðàâíåíèÿ íåçàìêíóòû. Â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé îíè çàìûêà-
ëèñü ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè D = εE,B = µH. Õîòÿ â ïðîèçâîëü-
íî ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì è â ïðîñòðàíñòâå ïîëÿõ ýòè ñîîòíîøåíèÿ
íåñïðàâåäëèâû, äëÿ âîïðîñîâ, îáñóæäàþùèõñÿ â êíèãå, èìè ìîæíî ñâî-
áîäíî ïîëüçîâàòüñÿ, âíîñÿ íåïðèíöèïèàëüíûå óòî÷íåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå
òàê íàçûâàåìóþ ÷àñòîòíóþ äèñïåðñèþ.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ îá-
ùåãî ñëó÷àÿ íåïðîâîäÿùåé ñðåäû, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ïðîíèöàåìîñòÿ-
ìè ε = const, µ = const, ìû ïðåäñòàâèì â âèäå

rotE = −µ

c

∂H
∂t

(1), divH = 0 (2),

rotH =
ε

c

∂E
∂t

(3), divE = 0 (4).

(7.3)

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî, èñêëþ÷èâ èç ýòîé ñèñòåìû îäíó èç ïåðåìåííûõ
(E èëè H), äëÿ âòîðîé ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âîëíî-
âûì óðàâíåíèåì. Íàïðèìåð, ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì rot íà ïåðâîå èç
óðàâíåíèé (7.3) è â ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ïîäñòàâèì
óðàâíåíèå (3):

rotrotE = −µ

c

∂

∂t
rotH = −εµ

c2

∂2E
∂t2

;
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10 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü èíâàðèàíòíûì îïðåäåëåíèåì ëàïëàñèàíà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ∆E = graddivE− rotrotE è óñëîâèåì divE = 0, ïîëó÷èì

∆E =
εµ

c2

∂2E
∂t2

. (7.4)

Ýòî è åñòü âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ E. Çäåñü íåîáõîäèìî îáðàòèòü
âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå: õîòÿ ïðè âûâîäå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èñïîëü-
çîâàëîñü óñëîâèå divE = 0, îòñþäà âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (7.4) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó äîïîëíèòåëüíîìó òðåáîâàíèþ.
Ïîýòîìó âåêòîðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå ìû âåçäå áóäåì ñîïðîâîæäàòü
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì è çàïèñûâàòü â âèäå ïàðû

∆E =
εµ

c2

∂2E
∂t2

, divE = 0. (7.5)

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü è ïîëó÷èòü òî÷íî òàêèå æå
óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ H

∆H =
εµ

c2

∂2H
∂t2

, divH = 0; (7.6)

ñëåäóåò òîëüêî ïðè ýòîì ïîìíèòü, ÷òî åñëè îäíî èç ïîëåé ïîëó÷àåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, òî äðóãîå äîëæíî îïðåäåëÿòü-
ñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà Ìàêñâåëëà. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíûå íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (7.5),
(7.6) íå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîíà÷àëüíûì óðàâíåíèÿì (7.1), (7.3).

7.2. Ïëîñêèå âîëíû. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
(òàê íàçûâàåìûå ïëîñêèå âîëíû), â êîòîðîì ïîëÿ çàâèñÿò ëèøü îò îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, z) è âðåìåíè:

E = E(z, t), H = H(z, t). (7.7)

1. Ïîêàæåì, ÷òî â âîëíå (7.7) ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ íå
èìåþò z-êîìïîíåíò è, êðîìå òîãî, íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû
ñâÿçàíî ñ îñüþ z. Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ ñîñòàâëÿþò îäíî èç îñíîâíûõ
ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé âîëíû �ïîïåðå÷íîñòü ïëîñêîé ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû.
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7.2. Ïëîñêèå âîëíû. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ 11
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì íà ïðèìåðå ïîëÿ E, çàìåòèâ, ÷òî z-êîìïî -
íåíòà óðàâíåíèÿ (3) è ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå (4) ñèñòåìû (7.3)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
=

ε

c

∂Ez

∂t
,

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z
= 0

â ñëó÷àå (7.7) ñâîäÿòñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì ∂Ez/∂t = 0, ∂Ez/∂z = 0, ò. å. ê
óñëîâèþ Ez = E0 = Const. Íî òàêîå íåèçìåííîå âî âðåìåíè îäíîðîäíîå
ïîëå îòíîøåíèÿ ê âîëíå íå èìååò. Ñëåäîâàòåëüíî, â âîëíå ìîæíî ïîëî-
æèòü Ez = 0. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëÿ H ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ óðàâíåíèé (1), (2) ñèñòåìû (7.3). Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ïëîñêîé âîëíå (7.7) ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ èìåþò
òîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê âûäåëåííîìó íàïðàâëåíèþ z êîìïîíåíòû,
ò. å.

E = E⊥(z, t), H = H⊥(z, t), Ez = 0, Hz = 0. (7.8)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç íåíó-
ëåâûõ êîìïîíåíò ïîëåé (7.8), êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (7.5), (7.6), óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîìåðíîìó ñêàëÿðíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2f

∂z2
=

εµ

c2

∂2f

∂t2
. (7.9)

Îáùåå ðåøåíèå (7.9), êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïåðåìåùàþùèõñÿ âäîëü è ïðîòèâ
îñè z áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû ñî ñêîðîñòüþ

u =
c√
εµ

. (7.10)

Òî åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

f = f1(z − ut) + f2(z + ut), (7.11)

ãäå f1(ξ1), f2(ξ2) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ ξ1 =
z−ut, ξ2 = z+ut. Â ýòîì óáåæäàþò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ

∂2fi

∂z2
=

d2fi

dξ2
,

∂2fi

∂t2
= (±u)2

d2fi

dξ2
(i = 1, 2)

äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ðåøåíèÿ (7.11). Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî âû-
äåëåííàÿ â (7.7) êîîðäèíàòà z äåéñòâèòåëüíî ñâÿçàíà ñ íàïðàâëåíèÿ-
ìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âîëí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøå-
íèÿ (7.8) îçíà÷àþò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ E,H â ïëîñêîé
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12 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
âîëíå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íàïðàâëåíèþ åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ò. å. ïëîñ-
êàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé.

2. Ñâÿçü ìåæäó ïîëÿìè E è H â âîëíå. Ðàññìîòðèì îäíó èç
ýòèõ âîëí, íàïðèìåð, áåãóùóþ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z. Â
òàêîé âîëíå âñå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò ξ = z − ut :

E = E(ξ), H = H(ξ) (7.12)

(èíäåêñû ⊥, îòìå÷àþùèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü, çäåñü îïóñêàåì, ÷òîáû
íå çàãðîìîæäàòü ïîñëåäóþùèå ôîðìóëû íåîáÿçàòåëüíûìè äåòàëÿìè).
Åñëè E(ξ), ê ïðèìåðó, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî H(ξ) óæå íå ìîæåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíîé; îíà îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(7.3). Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèÿ

rotE(ξ) = [gradξ × dE
dξ

] = [ez × dE
dξ

] =
d

dξ
[ez ×E(ξ)],

∂H(ξ)
∂t

=
dH(ξ)

dξ

∂ξ

∂t
= −u

dH
dξ

,

ñëåäóþùèå èç âûðàæåíèé (7.12), ïîëó÷èì

d

dξ
[ez ×E] =

µ

c
u

dH
dξ

.

Îòñþäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ u èç îïðåäåëåíèÿ
(7.10) è çàìåíû ez íà åäèíè÷íûé âåêòîð n ïî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëíû ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðåçóëüòàòó

H =
√

ε

µ
[n×E]. (7.13)

Âèäíî, ÷òî ïî âåëè÷èíå âåêòîðû E,H â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

εE2 = µH2, (7.14)

ñîãëàñíî êîòîðîìó ïëîòíîñòè ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé ìåæäó ñîáîé ðàâíû, òàê ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíå

w =
1
4π

εE2 =
1
4π

µH2. (7.15)
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x

y

zO
S
-n-

E
-

H
-

Ðèñ. 7.1

Èç ñîîòíîøåíèÿ (7.13) âèäíî, ÷òî ïîëÿ E è H â ïëîñêîé âîëíå íå
òîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íî îíè åùå
ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã ê äðóãó ( ðèñ. 7.1). Ïðè÷åì â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà îíè ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà

S =
c

4π
[E×H] =

c

4π

√
ε

µ
E2n =

c

4π

√
µ

ε
H2n (7.16)

ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñîîòíîøåíèÿ (7.15) äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S =
c√
εµ

wn, (7.17)

ò. å. ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ (7.10) ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû,
êîòîðàÿ â ñëó÷àå âàêóóìà ðàâíà c. Â ýòîé ñâÿçè çäåñü óìåñòíî íà-
ïîìíèòü, ÷òî êîíñòàíòà c, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, äî ñèõ
ïîð ðàññìàòðèâàëàñü êàê ýëåêòðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òåïåðü ìû
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà êîíñòàíòà íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí (ñêîðîñòü ñâåòà) â ïóñòîòå.

7.3. Ïðèìåð ïëîñêîé âîëíû

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîðîæäåíèå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðî-
ñòåéøåé ñòðóêòóðû èñòî÷íèêîì â âèäå ñòîðîííåãî ïîâåðõíîñòíîãî òîêà,
äåéñòâóþùåãî â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè.
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14 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
Ïóñòü çàðÿæåííàÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ = const íåïðîâî-

äÿùàÿ ïëåíêà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïëîñêîñòè z = 0, â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè 0 ≤ t ≤ t0 ñîâåðøàåò äâèæåíèå â ñâîåé ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v ¿ c ïî íàïðàâëåíèþ îñè y. Ýòî äâèæåíèå ïëåíêè ñîçäàåò
ïîâåðõíîñòíûé òîê â ïëîñêîñòè z = 0

i(t) = i(t)ey, i(t) =
{

i0 = σv ïðè 0 ≤ t ≤ t0,
0 âíå ýòîãî èíòåðâàëà, (1)

ðàññìàòðèâàåìûé â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà èññëåäóåìîé âîëíû. Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ñèñòåìà êîîðäèíàò è ïîâåðõíîñòíûé òîê (â âèäå êîí÷èêîâ
ñòðåë) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.2.

z

x

ct-ct

l

y
E
_

H
_i

_

E
_

H
_

Ðèñ. 7.2

Òàì æå íàíåñåí çàìêíóòûé êîíòóð ` ñ óêàçàíèåì ïîëîæèòåëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ îáõîäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òîêó i, ïîäñêàçûâàþùèé ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ ïîëÿ H ïðè t ≥ 0:

Hx|z=+0 =
2π

c
i(t),

Hx|z=−0 = −2π

c
i(t).

(2)

Èìïóëüñíûé òîê (1) ïîðîæäàåò âîëíû, óõîäÿùèå îò ïëîñêîñòè z = 0
âïðàâî è âëåâî, ïðè÷åì îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ïîëåé â íèõ ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèÿìè ñèììåòðèè

Ey(−z, t) = Ey(z, t), Hx(−z, t) = −Hx(z, t). (2′)
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7.3. Ïðèìåð ïëîñêîé âîëíû 15
Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì âîëíû â ïðàâîì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå, áåãóùåé ïî íàïðàâëåíèþ îñè z. Â ýòîé âîëíå ïîëÿ Ey,Hx íà
îñíîâàíèè ñâîéñòâà (7.13) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Ey(z, t) = −Hx(z, t), (3)

à ôóíêöèÿ f(ξ) èç ðåøåíèÿ âèäà (7.12)

Hx(z, t) = f(z − ct) (3′)

îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ìîìåíò
t = 0

Hx(z, 0) = 0 (z > 0). (4)

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

f(ξ) = 0 ïðè ξ > 0,

à óñëîâèå (2) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ f(ξ) äëÿ îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè:

f(−ct) = (2π/c)i(t).

Òàêèì îáðàçîì, f(ξ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ, òîëü-
êî íà èíòåðâàëå [−ct0, 0] ïðèíèìàþùóþ íåíóëåâîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå
2πi0/c.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå óäîáíî ïðîêîììåíòèðîâàòü ãðàôè÷åñêè. Äëÿ
ýòîãî ïðÿìûå z = ct è z = c(t− t0), îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèÿ ïåðåäíåãî
è çàäíåãî ôðîíòîâ âîëíû â ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t > 0, èçîáðàæåíû â ïëîñêîñòè (z, t) (ðèñ. 7.3).

z

t z=ct
t2

t0

t1

ct1 ct 20

z=ct-ct0

Ðèñ. 7.3

Çäåñü íà îñè z æèðíîé ëèíèåé âûäåëåí îòðåçîê, ãäå ôóíêöèÿ f(z − ct)
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16 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
ïðè t = 0 îòëè÷íà îò íóëÿ, à äëÿ äâóõ çíà÷åíèé âðåìåíè t1, t2 îòìå÷åíû
ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå âîëíà çàíèìàåò. Âèäíî, ÷òî ïðè 0 < t1 < t0 âîëíà
çàïîëíÿåò ñëîé 0 ≤ z ≤ ct1, ïðèëåãàþùèé ê ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ñ
òîêîì i(t), à ïðè t > t0 � ñëîé òîëùèíû ct0, óæå îòîðâàâøèéñÿ îò
ýòîé ïëîñêîñòè. Äâà ïëîñêèõ ñëîÿ (ïðàâûé è ëåâûé), ñîîòâåòñòâóþùèå
ìîìåíòó t2, â âèäå çàòåìíåííûõ ïîëîñ ïîêàçàíû òàêæå íà ðèñ. 7.2, ãäå
ñõåìàòè÷åñêè óêàçàíû íàïðàâëåíèÿ çàïîëíÿþùèõ ýòè ñëîè îäíîðîäíûõ
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t > t0 îò èñòî÷íèêà îòõîäÿò äâå âîëíû â âè-
äå èçîëèðîâàííûõ äðóã îò äðóãà ïëîñêèõ ñëîåâ òîëùèíû ct0, ïåðåìå-
ùàþùèõñÿ âïðàâî è âëåâî ñî ñêîðîñòüþ c, ñîäåðæàùèõ îòëè÷íûå îò
íóëÿ ïîëÿ E,H. Âíå ýòèõ ñëîåâ ïðîñòðàíñòâî ñâîáîäíî îò ïîëåé. (Ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå E = 2πσSign(z)ez ê ïîëþ â âîëíå
îòíîøåíèÿ íå èìååò.) Óïîìÿíåì çäåñü, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ñëîåâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñòðóêòóðû, êîòîðóþ âïîñëåäñòâèè
áóäåì íàçûâàòü âîëíîâûì ïàêåòîì. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî íåðàñïëûâà-
þùèéñÿ âîëíîâîé ïàêåò, áåãóùèé áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû.

Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíå W, ïðèõîäÿùà-
ÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè èñòî÷íèêà, çàêëþ÷åíà â îáúåìå äâóõ ïðÿìûõ
öèëèíäðîâ, êàæäûé ñ âûñîòîé ct0 è ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ, ò. å. W = 2ct0w, ãäå w îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.15) ïðè
µ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

W = 2ct0 · 1
4π

(
2π

c
i0)2 = ct02π(

i0
c

)2. (5)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîé ýíåðãèè îáðàòèì âíèìàíèå íà ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà, êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëü-
òàòàìè (2), (2′), (3) ðàâíî

Ey|z=0 =




−(2π/c)i0 ïðè 0 ≤ t ≤ t0,

0 ïðè t > t0.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî òîê i è ïîëå E çäåñü íàïðàâëåíû äðóã ïðîòèâ äðó-
ãà, ò. å. òîê â èñòî÷íèêå ÿâëÿåòñÿ ¾ñòîðîííèì¿, âûçâàííûì ñòîðîííèìè
ñèëàìè (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî ìåõàíè÷åñêèå ñèëû), êàê óæå
áûëî ïîä÷åðêíóòî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Âíåøíèå ñèëû, ïðèõîäÿùèåñÿ
íà åäèíèöó ïëîùàäè çàðÿæåííîé ïëåíêè, ñîâåðøàþò ðàáîòó ïî ïåðåìå-
ùåíèþ çàðÿäà σ ïðîòèâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèå vt0, ò. å.

A = σ
2πi0

c
vt0 = ct02π

(
i0
c

)2

.
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Åñòåñòâåííî, ýòà ðàáîòà ðàâíà ýíåðãèè ïîëÿ (5) â ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíå. Òàêèì îáðàçîì, ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ â ïëîñêîñòè
z = 0 çà êîíå÷íîå âðåìÿ t0, ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåðãèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ è ïåðåíîñèòñÿ âîëíîé íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ, ñóùå-
ñòâóÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû âíåøíåãî èñòî÷íèêà.

7.4. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

1. Â ïîñëåäóþùåì ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå èìå-
åò èçó÷åíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ èçìåíåíèå ïîëåé E,H ïî
âðåìåíè â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðîèñõîäèò ïî ñèíóñîèäàëüíîìó
çàêîíó ñ îïðåäåëåííîé êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω. Ýòî òàê íàçûâàåìûå ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèå ïðîöåññû (ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû).

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèÿ ñêèí-ýôôåêòà â � 6.9, õà-
ðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ îïèñàíèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Íàïîìíèì, ÷òî ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó (âåùåñòâåííóþ)

f(r, t) = f0(r) cos(ωt + α(r)),

ñî âðåìåíåì ìåíÿþùóþñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, àìïëèòóäà êîëå-
áàíèé êîòîðîé f0(r) è íà÷àëüíàÿ ôàçà α(r) çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ðåàëüíîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ

f(r, t) = Re[f̂(r)e−iωt].

Ôóíêöèÿ f̂(r) = f0(r)eiα(r) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ôèçè-
÷åñêîé âåëè÷èíû f. Îíà îáúåäèíÿåò â ñâîåì ñîñòàâå êàê àìïëèòóäó êî-
ëåáàíèé, òàê è íà÷àëüíóþ ôàçó. (Âðåìåííîé ìíîæèòåëü â êîìïëåêñíîì
âûðàæåíèè çäåñü âçÿò â âèäå ýêñïîíåíòû ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿, ÷òî ïðè
îïèñàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðåäïî÷òèòåëüíî.) Çàìåòèì, ÷òî îáîçíà-
÷åíèå ñî ¾øëÿïêîé¿, èñïîëüçîâàííîå çäåñü äëÿ âûäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû, íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì. Íî îíî óäîáíî, îñâîáîæäàåò
ôîðìóëû îò äâóñìûñëåííîñòåé è ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ âî âñåé êíèãå.

Âåêòîðíûå ïîëÿ ïðè èçó÷åíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàäà-
þòñÿ êîìïëåêñíûìè âûðàæåíèÿìè òèïà

E(r, t) = Ê(r)e−iωt, (7.18)
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18 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
â êîòîðûõ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé

Ê(r) = Êx(r)ex + Êy(r)ey + Êz(r)ez,

ñìûñë êîòîðîé î÷åâèäåí èç ýòîé ðàçâåðíóòîé çàïèñè. Íàïîìíèì, ÷òî,
ïîêà ìû ïðîèçâîäèì íàä âåëè÷èíàìè ëèøü ëèíåéíûå îïåðàöèè, çíàê
âçÿòèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìîæíî îïóñêàòü (êàê â ðàâåíñòâå (7.18)) è
îïåðèðîâàòü ñ ñàìèìè êîìïëåêñíûìè âûðàæåíèÿìè. Êîíå÷íî, ïðè ýòîì
íå çàáûâàåì, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ëèøü âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
èñïîëüçóåìîãî êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ, ê êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì íà
çàâåðøàþùåì ýòàïå ïðîöåññà ðåøåíèÿ.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íàïðè-
ìåð E(r, t) = Ê(r)e−iωt è B(r, t) = B̂(r)e−iωt, òî ïåðåä óìíîæåíèåì,
åñòåñòâåííî, íàäî ïåðåõîäèòü ê èõ âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì. Íî åñëè, êàê
÷àùå âñåãî áûâàåò, íàì äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà-
÷åíèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

< E(r, t)×B(r, t) >= (1/2)Re[Ê(r)× B̂∗(r)]. (7.19)

Äåéñòâèòåëüíî,

[ReE×ReB] = (1/4)
[
(Ê(r)e−iωt + Ê∗(r)eiωt)× (B̂(r)e−iωt + B̂∗(r)eiωt)

]
;

ïðè óñðåäíåíèè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå e±2iωt îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê ÷òî

[ReE×ReB] = (1/4)
(
[Ê(r)× B̂∗(r)] + [Ê∗(r)× B̂(r)]

)
=

= (1/2)Re[Ê(r)× B̂∗(r)] = (1/2)Re[Ê∗(r)× B̂(r)],

÷òî òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿð-

íûõ âåëè÷èí, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ òèïà

< f1f2 > = (1/2)Re(f̂1f̂
∗
2 ), < f2 > = (1/2) | f̂ |2 . (7.20)

Ïðèìåð 7.1.Ïîñòðîèòü êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó ðàäèóñà-âåêòîðà ÷à-
ñòèöû, ñîâåðøàþùåé ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ñêëàäûâàþùååñÿ èç âðà-
ùåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïî îðáèòå ðàäèóñà a ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò: x = a cosωt, y = a sin ωt, è êîëåáàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ âäîëü îñè z : z = h sinωt.

Ïî óñëîâèþ èìååì

r(t) = a(cos ωtex + sin ωtey) + h sin ωtez.
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Òàê êàê cos ωt = Re(e−iωt), sin ωt = Re(ie−iωt), òî r(t) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

r(t) = Re
{
[a(ex + iey) + ihez]e−iωt

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà

r̂ = a(ex + iey) + ihez.

2. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîëåé, ïîëó÷à-
þùèåñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó (7.2) êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé
âñåõ ôóíêöèé òèïà (7.18) è ñîêðàùåíèÿ âðåìåííûõ ìíîæèòåëåé, èìåþò
âèä

rotÊ(r) =
iω

c
B̂(r), divB̂(r) = 0,

rotĤ(r) = − iω

c
D̂(r), divD̂(r) = 0.

(7.21)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îáà ¾äèâåðãåíòíûõ¿ óðàâíåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ¾ðîòîðíûõ¿ óðàâíåíèé è ìîãóò áûòü
îòáðîøåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåçàâèñèìû-
ìè ÿâëÿþòñÿ îñòàþùèåñÿ äâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ. Òàê êàê îíè â ñëó-
÷àå ìàòåðèàëüíîé ñðåäû ñîäåðæàò ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ,
òî ñèñòåìà (7.21) íåçàìêíóòà, êàê è ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà (7.2). Íî, â
îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, âõîäÿùèå â (7.21) êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïðàê-
òè÷åñêè äëÿ âñåõ èçîòðîïíûõ ñðåä ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè1

B̂ = µ(ω)Ĥ, D̂ = ε(ω)Ê,

ãäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïëåêñíûìè è çàâèñÿò îò ÷àñòîòû ω (÷àñòîòíàÿ äèñïåðñèÿ; îá
ýòîì áîëåå ïîäðîáíî áóäåò ñêàçàíî â ãëàâå 9). Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä

rotÊ(r) =
iω

c
µĤ(r), rotĤ(r) = − iω

c
εÊ(r) (7.22)

è ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ε è µ,
êðîìå ω, çàâèñÿò òàêæå îò êîîðäèíàò, íî â ýòîé êíèãå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä íå çàòðîíóòû. Ïîýòîìó ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïîëåé

1Ñóùåñòâóþò ðåäêèå èñêëþ÷åíèÿ, òðåáóþùèå ó÷åòà òàê íàçûâàåìîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé äèñïåðñèè. Ýòè âîïðîñû â äàííîì êóðñå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû ε, µ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, ê òîìó æå âåùåñòâåí-
íûìè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (7.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

rotÊ(r) =
iω

c
B̂(r), rotB̂(r) = − iω

c
εµÊ(r)

(äëÿ îäíîðîä-
íûõ ñðåä) , (7.23)

ñîäåðæàùåì òîëüêî îñíîâíûå ïîëÿ Ê(r) è B̂(r).
(Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè êîìïëåêñíûõ ε, µ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðî-

ñòðàíåíèþ âîëíû ñ çàòóõàíèåì, â êíèãå êàæäûé ðàç áóäóò ñïåöèàëüíî
îãîâàðèâàòüñÿ.)

7.5. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ âîëíà:
ïîëÿ, âîëíîâîé âåêòîð,
ôàçîâàÿ ñêîðîñòü

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (7.18) âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå (7.4) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

∆Ê(r) + εµ
ω2

c2
Ê(r) = 0 (7.24)

äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ E. Âõîäÿùèé ñþäà ëàïëàñèàí âåê-
òîðíîãî ïîëÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∆Ê(r) = ∆Êxex + ∆Êyey + ∆Êzez,

ïîýòîìó âåêòîðíîå óðàâíåíèå (7.24) ýêâèâàëåíòíî òðåì ñêàëÿðíûì óðàâ-
íåíèÿì âèäà

∆f̂ + εµ
ω2

c2
f̂ = 0 (7.25)

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ Êx, Êy, Êz.
Ìàòåìàòèêè óðàâíåíèå (7.25) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà.

Äëÿ íàñ (7.24), (7.25) � íîâûå óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó, êàê è âåçäå â ýòîé
êíèãå, äëÿ íèõ ïîñòðîèì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå â ïîñëåäóþùåì
áóäóò èìåòü ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå. Íà÷íåì ñî ñêàëÿðíîãî óðàâíå-
íèÿ.

Óïðàæíåíèå. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, óáåäèòüñÿ,
÷òî óðàâíåíèå (7.25) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôóíêöèé

eiαxeiβyeiγz = ei(αx+βy+γz),
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ãäå íàáîð êîíñòàíò α, β, γ â ñîâîêóïíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

α2 + β2 + γ2 = εµ
ω2

c2
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå f̂ = ei(kr),

ãäå k = kxex + kyey + kzez� ïîñòîÿííûé âåêòîð îïðåäåëåííîé äëèíû
|k| =

√
εµω/c, çàäàþùèé îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (7.24) àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä

Ê(r) = (Ê0xex + Ê0yey + Ê0zez)ei(kr) = Ê0e
i(kr), (7.26)

ãäå Ê0x, Ê0y, Ê0z � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Âåêòîð k
íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, åãî äëèíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

k = |k| =
√

ε(ω)µ(ω)ω/c, (7.27)

ñâÿçûâàþùèì k ñ ÷àñòîòîé ω.
Óòî÷íÿþùåå çàìå÷àíèå. Ñóììà áîëåå îáùåãî âèäà

Ê(r) = Ê0xei(k1r)ex + Ê0yei(k2r)ey + Ê0zei(k3r)ez ,

(|k1| = |k2| = |k3| = √
εµ ω/c)

òàêæå ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (7.24), íî îíà íå îïèñûâàåò ïëîñ-
êóþ âîëíó, â êîòîðîé, ïî îïðåäåëåíèþ, âñå êîìïîíåíòû ïîëåé çàâèñÿò ëèøü îò îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Òîëüêî ïðè k1 = k2 = k3 = k ïîñëåäíåå óñëîâèå âû-
ïîëíÿåòñÿ è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà ïðåâðàùàåòñÿ â ðåøåíèå (7.26), îòâå÷àþùåå
ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà
k.

Ðåøåíèå (7.26), âçÿòîå âìåñòå ñ âðåìåííûì ìíîæèòåëåì,

E(r, t) = Ê0e
i(kr−ωt) (7.28)

ïðåäñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (7.4), îïè-
ñûâàþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå, êî-
òîðîå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(Ê0 · k) = 0 (7.29)

óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (7.5). Ñîîòíîøåíèå
(7.29) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð Ê0 íå èìååò êîìïîíåíòû âäîëü âûäåëåííîãî
íàïðàâëåíèÿ k, ò. å. ðàññìàòðèâàåìàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé (ñì.
òàêæå � 7.2).
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Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ (7.28) îïðåäåëÿåò ôàçó âîëíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ôàçû (èëè âîëíîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

kr− ωt = Const

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âîëíîâîìó âåêòîðó.
Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà k
ñî ñêîðîñòüþ

u =
ω

k
, (7.30)

íàçûâàåìîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ. Âî âñåõ òî÷êàõ ïåðåìåùàþùåéñÿ âîë-
íîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëå E îäèíàêîâî è íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.

Ïî èçâåñòíîìó ïîëþ E (7.28) ìàãíèòíîå ïîëå â âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ
èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7.22), â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýêâèâà-
ëåíòíîãî ñîîòíîøåíèþ [ik×E] = i(ω/c)µH. Îòñþäà ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâà
(7.27) îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â äâóõ ðàçíûõ âèäàõ

H(r, t) =
√

ε

µ

[
k
k
×E(r, t)

]
, B(r, t) =

√
εµ

[
k
k
×E(r, t)

]
. (7.31)

Ïåðâûé èç íèõ, ñîâïàäàþùèé ñ ïîëó÷åííûì ðàíüøå (7.13), ëåã÷å çàïî-
ìèíàåòñÿ, òàê êàê âèçóàëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-
åì â âîëíå (7.14).

Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî çäåñü, ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóë (7.29),
(7.31), à òàêæå â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ îïåðàòîðîâ div è rot ê âåêòîðíîìó ïîëþ òèïà E = E0e

i(kr) ÷èòàòåëþ
î÷åâèäåí, ïîýòîìó ôîðìóëû

div(E0e
i(kr)) = (ik ·E), rot(E0e

i(kr)) = [ik×E] (7.32)

èñïîëüçóþòñÿ áåç êîììåíòàðèåâ.

7.6. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ âîëíà:
ïîëÿðèçàöèÿ

Ïîçæå ìû ìíîãîêðàòíî óáåäèìñÿ, ÷òî ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ïëîñêèå
âîëíû ñîñòàâíîé ÷àñòüþ âõîäÿò â ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí. Ïîýòîìó áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ âîëí
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çäåñü áóäåò óìåñòíî. Ñ ýòîé öåëüþ îáðàòèìñÿ åùå ðàç ê ðåøåíèþ (7.28),
íàïðàâèâ âîëíîâîé âåêòîð, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïî îñè z. Ïðè ýòîì ïîëå
E, ó÷èòûâàþùåå ñâîéñòâî (7.29), áóäåò èìåòü êîìïîíåíòû òîëüêî ïî x
è y :

E(z, t) = Ê0e
i(kz−ωt),

Ê0 = Ê0xex + Ê0yey.
(7.33)

Ôàêòè÷åñêè ìû èìååì äâå âîëíû ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè, áåãóùèå â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ â íèõ ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû

E1(z, t) = Ê0xei(kz−ωt)ex, E2(z, t) = Ê0yei(kz−ωt)ey

H1(z, t) =
√

ε

µ
Ê0xei(kz−ωt)ey, H2(z, t) = −

√
ε

µ
Ê0yei(kz−ωt)ex

(7.34)
(ïîñëåäíèå ôîðìóëû ïîëó÷åíû èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (7.31)). Â êàæäîé
èç ýòèõ âîëí ïîëÿ ïî âåëè÷èíå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (7.14), à íàïðàâ-
ëåíû òàê, ÷òîáû èõ âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ [E×H] ñîâïàëè ñ íàïðàâ-
ëåíèåì k (â äàííîì ñëó÷àå ñ îñüþ z).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çäåñü ïîëå E1(zp, t) â ëþáîé òî÷êå
P ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, îñòàâàÿñü ïàðàëëåëüíûì èëè àíòèïàðàëëåëü-
íûì îñè x. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî âîëíà èìååò ëèíåéíóþ èëè
ïëîñêóþ ïîëÿðèçàöèþ. À ïëîñêîñòü, îáðàçîâàííóþ âåêòîðîì E è âîë-
íîâûì âåêòîðîì k, íàçûâàþò ïëîñêîñòüþ ïîëÿðèçàöèè. Çàìåòèì, ÷òî
àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè èìååò âòîðàÿ èç âîëí (7.34), òîëü-
êî ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè ó ýòèõ äâóõ âîëí âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íû. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó â ñàìîì îáùåì
ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè äâóõ ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí.

×òîáû ¾óâèäåòü¿ ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé, îäíó èç
ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ âîëí, íàïðèìåð, ïåðâóþ, ïðåäñòàâèì â âåùåñòâåí-
íîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó çàïèñè äëÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà Ê0x â âèäå |Ê0x|eiδx . Ïîëó÷èì:

E1(z, t) = |Ê0x| cos(kz − ωt + δx)ex,

H1(z, t) =
√

ε

µ
|Ê0x| cos(kz − ωt + δx)ey.

(7.35)
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Çäåñü âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ôàçû ïîëåé E,H ñîâïàäàþò. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ïîëå Ex, íàïðèìåð, ðàâíî íó-
ëþ, òî â ýòîé ïëîñêîñòè è Hy = 0. Èç ñîîòíîøåíèé (7.35) âèäíî, ÷òî
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîëÿ Ex,Hy, çàâèñÿùèå òîëüêî
îò êîîðäèíàòû z âäîëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ìåíÿþòñÿ ïî ñèíóñîè-
äàëüíîìó çàêîíó, ÷òî ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñ. 7.4 äëÿ Ex.

z

x

λ=2π/k

u
-

E
-

Ðèñ. 7.4

Ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä ñèíóñîèäû, ÿâëÿþùèéñÿ äëèíîé âîëíû λ,
ñâÿçàí ñ ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà k ñîîòíîøåíèåì

λ =
2π

k
èëè k =

2π

λ
. (7.36)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå k íàçûâàþò âîëíîâûì ÷èñëîì. Ýòî åñòü ÷èñëî âîëí,
óêëàäûâàþùèõñÿ íà îòðåçêå äëèíû 2π ñì, âçÿòîì âäîëü íàïðàâëåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ E (ðèñ. 7.4)
è àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà H äâèæóòñÿ êàê öåëîå âäîëü îñè z ñ ôàçîâîé ñêî-
ðîñòüþ (7.30). Ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèÿ (7.27), ñâÿçûâàþùåãî âîëíîâîå
÷èñëî ñ ÷àñòîòîé, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

u =
ω

k
=

c√
εµ

,

à äëèíà âîëíû (7.26) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå

λ = u(2π/ω)

ôàçîâîé ñêîðîñòè íà ïåðèîä âîëíû.
Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíå îáùåãî âèäà,

ÿâëÿþùåéñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí, ÷òîáû
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èññëåäîâàòü õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè ñóììàðíîé âîëíû. Ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå â ýòîé âîëíå (7.33) õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ äåêàðòîâûìè êîìïî-
íåíòàìè

Ex(z, t) = |Ê0x| cos(kz−ωt+δx), Ey(z, t) = |Ê0y| cos(kz−ωt+δy), (7.37)

ìåíÿþùèìèñÿ ñî âðåìåíåì ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ïðîèçâîëüíûìè
àìïëèòóäàìè |Ê0x|, |Ê0y| è íà÷àëüíûìè ôàçàìè δx, δy. Ïðîñëåäèì çà èç-
ìåíåíèåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà P, ïðåäñòàâèâ ñåáå, ÷òî âåêòîð E(zp, t) äëÿ êàæäîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè ìû îòêëàäûâàåì îò îäíîé è òîé æå òî÷êè. Ïîíÿòíî, ÷òî
ïðè ýòîì êîíåö âåêòîðà E èç-çà åãî ïåðèîäè÷íîñòè ïî âðåìåíè îïèñû-
âàåò çàìêíóòóþ êðèâóþ, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè z = zp. Âèä ýòîé êðèâîé
è îïðåäåëÿåò õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé âîëíû.

Èñêîìàÿ êðèâàÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè (7.37),
â êîòîðûõ êîîðäèíàòà z = zp ôèêñèðîâàííà, à t ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.
Èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð, îòñþäà ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ èñêîìîé êðè-
âîé. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü ôàçû êîëåáàíèé Ex(zp, t), Ey(zp, t) ñîâïàäàþò, ò. å. δx =
= δy = δ, à êîìïëåêñíûé âåêòîð Ê0 = (|Ê0x|ex + |Ê0y|ey)eiδ. Òîãäà äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà äîñòàòî÷íî îäíî ñîîòíîøåíèå (7.37) ðàçäåëèòü
íà äðóãîå è ïîëó÷èòü

Ey

Ex
=
|Ê0y|
|Ê0x|

= Const.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò îòðåçîê ïðÿìîé â ïëîñ-
êîñòè (x, y), ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îñòàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â îäíîé
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü z (ðèñ. 7.5), ò. å. è ñóììàðíàÿ âîëíà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé. Ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè ñîñòàâëÿåò
óãîë α ñ ïëîñêîñòüþ (x, z), ïðè÷åì

tg α = |Ê0y|/|Ê0x|.

2. Ïóñòü ôàçû êîëåáàíèé îòëè÷àþòñÿ íà π, ò. å. δy = δx ± π, Ê0 =
= (|Ê0x|ex − |Ê0y|ey)eiδx . Òîãäà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ëèíåéíî ïîëÿðè-
çîâàííóþ âîëíó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 7.6.

3. Ïóñòü Ê0 = (|Ê0x|ex ± i|Ê0y|ey)eiδx , ò. å. ôàçû êîëåáàíèé Ex è Ey

îòëè÷àþòñÿ íà π/2 : δy = δx ± (π/2). Ïðè ýòîì

Ex = |Ê0x| cos(kzp − ωt + δx), Ey = ∓|Ê0y| sin(kzp − ωt + δx)
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è èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ýëëèïñà

E2
x

(|Ê0x|)2
+

E2
y

(|Ê0y|)2
= 1

ñ ãëàâíûìè îñÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

E
-

p(t)

|Ê0 x|

|Ê0 y|

Ex

E y

α
E
Ó-

p(t)

|Ê0 x|

|Ê0 y|

Ex

E y

α

Ðèñ. 7.5 Ðèñ. 7.6

Òàêèì îáðàçîì, êîíåö âåêòîðà E â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïèñûâàåò
ýëëèïñ, âîëíà íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé. Â çàâèñèìî-
ñòè îò çíàêà ïåðåä i â âûðàæåíèè Ê0 âåêòîð E âðàùàåòñÿ ëèáî ïðîòèâ
(ïðè +i), ëèáî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ïðè −i), åñëè íà êàðòèíó ñìîòðåòü
ñ êîíöà âåêòîðà k (íà ðèñ. 7.7 íàïðàâëåíèå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóåò +i).

k-
E
Ó-

p(t)

|Ê0 x|

|Ê0 y|

Ex

E y
E
Ó-

p(t)

|Ê0 x|

|Ê0 y|

Ex

E y

Ðèñ. 7.7 Ðèñ. 7.8

Èç ðàññìîòðåííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âèäíî, ÷òî èíôîðìàöèÿ î õàðàêòå-
ðå ïîëÿðèçàöèè âîëíû (7.33) ñîäåðæèòñÿ â êîìïëåêñíîì âåêòîðå Ê0. Â
çàâåðøåíèå îòìåòèì áåç âû÷èñëåíèé, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçíîñòè
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ôàç δy − δx ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ, ãëàâíûå îñè êîòîðîãî íå ñîâïàäàþò ñ
îñÿìè êîîðäèíàò, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 7.8.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè äâóõ
ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ âîëí â îá-
ùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà. Ïðè îäè-
íàêîâûõ ïîëóîñÿõ ýëëèïñ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, è òîãäà ïîëÿðèçàöèÿ
íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé. Â ñëó÷àÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñ. 7.5 è 7.6, ýëëèïñ
âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê ïðÿìîé, è ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé.

Îáðàòèìñÿ ê óñðåäíåííîìó ïîòîêó ýíåðãèè â ìîíîõðîìàòè÷åñêîé
ïëîñêîé âîëíå. Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (7.16), ìãíîâåííîå çíà÷å-
íèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êâàäðàò íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â äàííîé òî÷êå:

S =
c

4π

√
ε

µ
E2.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû (7.33) E2 =
= E2

x + E2
y , ïîýòîìó óñðåäíåííûé ïîòîê ýíåðãèè â íåé îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì
< S > =

c

4π

√
ε

µ

(
< E2

x > + < E2
y >

)
,

÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà (7.20) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïëåêñ-
íóþ àìïëèòóäó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðàññìàòðèâàåìîé âîëíå

< S > =
c

8π

√
ε

µ

(
|Ê0x|2 + |Ê0y|2

)
=

c

8π

√
ε

µ
| Ê |2. (7.38)

Ïîä÷åðêíåì çäåñü, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè â ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé
âîëíå ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòîêîâ ýíåðãèè äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí.

7.7. Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ
ñðåä

Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî, êîãäà ñâåò äîñòèãàåò ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ
ñðåä ñ ðàçíûìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (èëè ãðàíèöû ñðåäû ñ âàêó-
óìîì), îí ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò âî âòîðóþ ñðåäó, èçìåíÿÿ íàïðàâëåíèå â
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ñëó÷àå íàêëîííîãî ïàäåíèÿ, è ÷àñòè÷íî âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâóþ ñðåäó.
Íàïðàâëåíèÿ îòðàæåííîãî è ïðåëîìëåííîãî ñâåòà îïèñûâàþòñÿ èçâåñò-
íûìè çàêîíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåí-
íûìè çàäîëãî äî âûÿâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû ñâåòà. Îäíà-
êî ýòè çàêîíû íè÷åãî íå ãîâîðÿò î õàðàêòåðå ïîëÿðèçàöèè è îá èíòåí-
ñèâíîñòÿõ îòðàæåííîãî è ïðåëîìëåííîãî ñâåòà. Îòâåò íà ýòè âîïðîñû
ìû ïîëó÷èì, ðàññìîòðåâ ïîâåäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ãðàíè-
öå ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Ïðè ýòîì ïîïóòíî âîñïðîèçâåäåì òàêæå çàêîíû
îòðàæåíèÿ-ïðåëîìëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.

Ðàññìîòðèì èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ïëîñêîé ãðàíè-
öû ðàçäåëà äâóõ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ñðåä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çà-
íèìàåò öåëîå ïîëóïðîñòðàíñòâî è õàðàêòåðèçóåòñÿ âåùåñòâåííûìè ïðî-
íèöàåìîñòÿìè ε1, µ1 è ε2, µ2. Ïóñòü â ïåðâîé ñðåäå çàäàíà ïðèõîäÿùàÿ
èç áåñêîíå÷íîñòè ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ñ ïîëÿìè

E = Ê0e
i(k0r−ω0t),

H =
√

ε1
µ1

[
k0

k0
× Ê0

]
ei(k0r−ω0t),

(7.39)

ãäå k0, ω0 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ k0 =
√

ε1µ1(ω0/c). Ïëîñêîñòü,
îáðàçîâàííóþ íîðìàëüþ ê ãðàíèöå ðàçäåëà è âîëíîâûì âåêòîðîì ïàäà-
þùåé âîëíû k0, íàçûâàþò ïëîñêîñòüþ ïàäåíèÿ. Ïóñòü ýòî áóäåò ïëîñ-
êîñòü (x, z), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.9.

z

x
2

1
ϕ ϕ1

ϕ2

k-2

ε1 , µ1

k-1

k-0

ε2 ,µ2

Ðèñ. 7.9

Ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðîñòî: íàéòè ýëåêòðî-
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ìàãíèòíûå ïîëÿ â îáëàñòÿõ 1, 2, îáóñëîâëåííûå ïàäàþùåé âîëíîé (7.39).
Ïðè ýòîì èñêîìûå ïîëÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

1) óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà,
2) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò

E,H íà ãðàíèöå ðàçäåëà

E1τ = E2τ |z=0, H1τ = H2τ |z=0 (7.40)

(äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè Bn è Dn ïðè ýòîì âûïîëíÿ-
þòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, êàê ïîêàçàíî â êîíöå ïàðàãðàôà),

3) òàê íàçûâàåìîìó óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå óòî÷íÿåòñÿ íèæå.
Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî èñêîìûå ïîëÿ ñîñòîÿò èç ïîëåé îäíèõ ëèøü
ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñðåäàõ

E1(r, t) = Ê1e
i(k1r−ω1t), E2(r, t) = Ê2e

i(k2r−ω2t),

H1(r, t) =
√

ε1
µ1

[
k1

k1
×Ê1]ei(k1r−ω1t), H2(r, t) =

√
ε2
µ2

[
k2

k2
×Ê1]ei(k2r−ω2t),

ãäå k1, ω1 � âîëíîâîé âåêòîð è ÷àñòîòà îòðàæåííîé âîëíû, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåéñÿ â ïåðâîé ñðåäå, k2, ω2 � ïàðàìåòðû òàê íàçûâàåìîé ïðåëîì-
ëåííîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âî âòîðîé ñðåäå, ïîä÷èíÿþùèåñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì ñîîòíîøåíèÿì. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ïåðâîé
ñðåäå èìåþòñÿ äâå âîëíû � ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ, à âî âòîðîé ñðå-
äå ìû ïðåäïîëîæèëè ïðèñóòñòâèå ëèøü îäíîé, óõîäÿùåé îò ãðàíèöû
ðàçäåëà, âîëíû. Òàêèì îáðàçîì ìû óäîâëåòâîðèëè íàçâàííîìó âûøå
óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå òðåáóåò, ÷òîáû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöè-
ïîì ïðè÷èííîñòè, âîëíû, îáóñëîâëåííûå ãðàíèöåé ðàçäåëà, áûëè òîëüêî
óõîäÿùèìè.

Ïîêà ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè çàäàâàòüñÿ âîïðîñîì îá èñòî÷íèêàõ, ïî-
ðîæäàþùèõ îòðàæåííóþ âîëíó è èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ïðîõîäÿùåé
âîëíû. Îòâåò íà ïîäîáíûå âîïðîñû áóäåò ïîëó÷åí ïðè èçó÷åíèè èçëó-
÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìóþ çäåñü ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíî
ìàòåìàòè÷åñêóþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ïîêà íå äåëàåì íèêàêèõ ïðåäïî-
ëîæåíèé î ÷àñòîòàõ ω1, ω2 îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω0 ïàäàþùåé âîëíû.

Ïîíÿòíî, ÷òî âûïèñàííûå âûøå ïîëÿ E1,2,H1,2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèÿì Ìàêñâåëëà, ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ çäåñü äàæå íå ïðåäñòàâëåíû.
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Íàì îñòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îäíî èç íèõ âûïè-
øåì:

Ê0τei(k0xx−ω0t) + Ê1τei(k1xx+k1yy−ω1t) = Ê2τei(k2xx+k2yy−ω2t), (7.41)

çàìåòèâ, ÷òî âåêòîð k0 ëåæèò â ïëîñêîñòè (x, z). Âòîðîå óñëîâèå èìååò
òî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû âîëí, ñîïðèêàñàþùèõñÿ
íà ãðàíèöå ðàçäåëà, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû è â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñëåäèì çà ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êîé ãðàíèöû. Ïðè ýòîì óñëîâèå (7.41) ïðèîáðåòàåò ñòðóêòóðó

Ae−iω0t + Be−iω1t = Ce−iω2t

ñ êîýôôèöèåíòàìè A,B, C, íå çàâèñÿùèìè îò t. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå ÷àñòîò âñåõ òðåõ
âîëí

ω1 = ω2 = ω0. (7.42)

Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ òèïà (7.41) ïðè ôèêñèðîâàííîì t
âûïîëíÿëèñü âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè ðàçäåëà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êî-
ýôôèöèåíòû ïðè x, y âî âñåõ òðåõ ýêñïîíåíòàõ áûëè ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû, ò. å.

k0x = k1x = k2x (7.43)

è k1Y = k2Y = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî âîëíîâûå âåêòîðà âñåõ
òðåõ âîëí k0,k1,k2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîð-
ìàëü ê ïëîñêîñòè ðàçäåëà, ò. å. â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ
íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óãëàìè ϕ,ϕ1, ϕ2, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 7.9.
Âî-âòîðûõ, èç óñëîâèÿ (7.43) ðàâåíñòâà ïðîåêöèé âîëíîâûõ âåêòîðîâ
íà ïëîñêîñòü ðàçäåëà

k1 sin ϕ1 = k0 sin ϕ, k2 sin ϕ2 = k0 sin ϕ

ïðè ó÷åòå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó k è ω

k1 = k0 =
√

ε1µ1(ω0/c), k2 =
√

ε2µ2(ω0/c)

ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ

ϕ1 = ϕ,
√

ε2µ2 sin ϕ2 =
√

ε1µ1 sinϕ,
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ïåðâîå èç êîòîðûõ åñòü çàêîí îòðàæåíèÿ, à âòîðîå � çàêîí ïðåëîìëåíèÿ
Ñíåëèóñà. Ñ ââåäåíèåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû

n =
√

εµ (7.44)

çàêîí ïðåëîìëåíèÿ çàïèñûâàþò â âèäå

n2 sin ϕ2 = n1 sin ϕ. (7.45)

Òàêèì îáðàçîì, èç åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå òèïà (7.41) ñ ïðîèçâîëüíûìè Ê0τ , Ê1τ ,
Ê2τ , ñëåäóþò ãåîìåòðè÷åñêèå çàêîíû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí, à òàêæå óñëîâèå (7.42) ðàâåíñòâà ÷àñòîò îòðàæåí-
íîé è ïðåëîìëåííîé âîëí ÷àñòîòå ïàäàþùåé âîëíû.

Çàâåðøèì ïàðàãðàô äîêàçàòåëüñòâîì âûñêàçàííîãî â ñâÿçè ñ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè (7.40) óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè Bn, Dn. Â
ñèëó ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà (7.42) ïîëÿ ïî îáå ñòîðîíû ãðàíèöû ìî-
íîõðîìàòè÷íû è ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì (7.22). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
Bn = Bz èìååì

Bz = − i

ω/c
rotzE = − i

ω/c
(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
).

Òàê êàê Ey è Ex íåïðåðûâíû ïðè ïåðåõîäå ãðàíèöû, îòñþäà ñëåäóåò
íåïðåðûâíîñòü Bz. Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (7.22)
äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü Dz.

7.8. Ôîðìóëû Ôðåíåëÿ

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (7.40) äëÿ îïðåäåëåíèÿ àì-
ïëèòóä îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí.

Ïðåäñòàâèì ïàäàþùóþ âîëíó, â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿ-
ðèçîâàííóþ, â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ âîëí. Â îäíîé èç íèõ ïîëå E
ëåæèò â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ, à ïîëÿ B,H ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íåé. Òà-
êóþ âîëíó îáû÷íî íàçûâàþò ÒÌ-âîëíîé èëè ïîïåðå÷íî-ìàãíèòíîé. Â
äðóãîé, íàîáîðîò, ïîëå E ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ; òîãäà
H,B ëåæàò â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Ýòî ÒÅ-âîëíà. Ïîíÿòíî, ÷òî îòðà-
æåííàÿ è ïðåëîìëåííàÿ âîëíû èìåþò òîò æå õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè,
÷òî è ïàäàþùàÿ. Ýòî ñòàíåò î÷åâèäíî â õîäå ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Ñõåìû ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.10,
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7.11 (äëÿ ÒÌ è ÒÅ-âîëí ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ âñåõ òðåõ ÒÌ-âîëí äëÿ
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ àìïëèòóä ïîëÿ H ïðèíÿòî íàïðàâëåíèå
îñè y, à ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ E óêàçàíû ñòðåëêàìè. Îíè
òàêîâû, ÷òî âåêòîð Ïîéíòèíãà äëÿ êàæäîé èç âîëí íàïðàâëåí âäîëü ñî-
îòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî âåêòîðà. Àíàëîãè÷íî âûáðàíû íàïðàâëåíèÿ
ïîëåé äëÿ ÒÅ-âîëí íà ðèñ. 7.11.

z

x
2

1
ϕ ϕ1

ϕ2

k
-

2

k
-

1

k
-

0

E
-̂

2

E-̂1E-̂0

H-̂1H-̂0

H-̂2

z

x
2

1
ϕ ϕ1

ϕ2

k-2

k-1

k-0

H-̂2

H-̂1

H-̂0

E-̂1E-̂0

E-̂2

Ðèñ. 7.10 Ðèñ. 7.11

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7.40) â ñëó÷àå ÒÌ-âîëí ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ïîñòîÿííûõ àìïëèòóä ïîëåé (ðèñ.7.10):

Ê0 cos ϕ− Ê1 cosϕ = Ê2 cosϕ2,

Ĥ0 + Ĥ1 = Ĥ2,

òàê êàê â ñèëó óñëîâèé (7.42), (7.43) ýêñïîíåíòû äëÿ âñåõ òðåõ âîëí
â ïëîñêîñòè z = 0 ðàâíû è îíè ñîêðàùàþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü H =√

ε/µE ìåæäó ïîëÿìè â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå, ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì:

√
ε1
µ1

(
Ê0 + Ê1

)
=

√
ε2
µ2

Ê2.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî Ê1, Ê2 ïðèâîäèò ê èñêîìîìó
ðåçóëüòàòó äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí
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Ê1 = E0

√
ε2
µ2

cos ϕ−
√

ε1
µ1

cos ϕ2

√
ε2
µ2

cos ϕ +
√

ε1
µ1

cos ϕ2

⇒E0
n2 cos ϕ− n1 cos ϕ2

n2 cos ϕ + n1 cos ϕ2
, E0

tg(ϕ− ϕ2)
tg(ϕ + ϕ2)

,

(7.46)

Ê2 = E0

2
√

ε1
µ1

cosϕ

√
ε2
µ2

cos ϕ +
√

ε1
µ1

cos ϕ2

⇒ E0
2n1 cos ϕ

n2 cos ϕ + n1 cos ϕ2
,

ãäå ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà äîïîëíÿåòñÿ ôîðìóëîé

E0
2 cos ϕ sin ϕ2

sin(ϕ + ϕ2) cos(ϕ− ϕ2)
.

Äëÿ äðóãîãî òèïà âîëí (ÒÅ-âîëíû) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþò-
ñÿ â âèäå

Ê0 + Ê1 = Ê2,

Ĥ1 cosϕ− Ĥ0 cosϕ = −Ĥ2 cos ϕ2.

Îíè òàêæå ëåãêî ðàçðåøàþòñÿ è ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

Ê1 = E0

√
ε1
µ1

cos ϕ−
√

ε2
µ2

cos ϕ2

√
ε1
µ1

cos ϕ +
√

ε2
µ2

cos ϕ2

⇒ E0
n1 cos ϕ− n2 cos ϕ2

n1 cos ϕ + n2 cos ϕ2
, −E0

sin(ϕ− ϕ2)
sin(ϕ + ϕ2)

,

(7.47)

Ê2 = E0

2
√

ε1
µ1

cosϕ

√
ε1
µ1

cos ϕ +
√

ε2
µ2

cos ϕ2

⇒ E0
2n1 cos ϕ

n1 cos ϕ + n2 cos ϕ2
, E0

2 cos ϕ sin ϕ2

sin(ϕ + ϕ2)

(äëÿ ÒÅ-âîëí).

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (7.46), (7.47) äëÿ êàæäîé èç íåèçâåñò-
íûõ îòâåò ïðèâåäåí â âèäå òðåõ ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ
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òðè ñòîëáöà ôîðìóë. Ïåðâûé ñòîëáåö îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëü-
íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñ ó÷åòîì êàê äèýëåêòðè÷åñêîé, òàê è ìàã-
íèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé ñðåä. Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî â îáëàñòè îïòè÷å-
ñêîãî äèàïàçîíà äëÿ âñåõ ñðåä èìååì µ = 1, òî ôîðìóëû íåñêîëü-
êî óïðîùàþòñÿ; îíè ñîñòàâëÿþò âòîðîé ñòîëáåö. Â êà÷åñòâå ïîñëåä-
íåãî øàãà ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíû èñêëþ÷åíèåì èç íèõ
îòíîøåíèÿ n1/n2 ñ ïîìîùüþ çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ. (Äëÿ ÒÌ-âîëí ïðè
íàçâàííîì ïðåîáðàçîâàíèè íåîáõîäèìû òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà
sinϕ cos ϕ± sin ϕ2 cosϕ2 = sin(ϕ± ϕ2) cos(ϕ∓ ϕ2).)

Îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿòèì ñëåäóþùèé ïàðà-
ãðàô.

7.9. Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïðîöåññà
îòðàæåíèÿ-ïðåëîìëåíèÿ

1. Ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõî-
æäåíèÿ âîëíû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîòîêè ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûå
âåêòîðîì Ïîéíòèíãà S = (c/4π)[E ×H] ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïàäàþùåé,
îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí. Ýòè ïîòîêè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ ê åäèíè-
öå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïàäàþùåé âîëíîé, äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ýíåðãèè,
óíîñèìîé îò ýòîé ïîâåðõíîñòè îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëíàìè,
ò. å., êàê âèäíî èç (ðèñ. 7.12),

< S0 > cos ϕ = < S1 > cos ϕ+ < S2 > cosϕ2.

Îòíîøåíèå ýíåðãèè < S1 > cos ϕ, óíîñèìîé îòðàæåííîé âîëíîé, ê ýíåð-
ãèè < S0 > cosϕ, ïåðåíîñèìîé ê ãðàíèöå ðàçäåëà ïàäàþùåé âîëíîé,
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ

R =
< S1 > cos ϕ

< S0 > cos ϕ
=

< S1 >

< S0 >
.

Àíàëîãè÷íî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ åñòü

T =
< S2 > cosϕ2

< S0 > cos ϕ
.
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z

x
ϕ

ϕ2

S
-

2

S
-

1

S
-

0

Ðèñ. 7.12

Ìåæäó ñîáîé îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

R + T = 1. (7.48)

Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (7.38),

< S0 >∼
√

ε1
µ1
|Ê0|2, < S1 >∼

√
ε1
µ1
|Ê1|2, < S2 >∼

√
ε2
µ2
|Ê2|2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

R =
|Ê1|2
|Ê0|2

, T =
√

ε2
ε1

µ1

µ2

|Ê2|2
|Ê1|2

cosϕ2

cos ϕ
. (7.49)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòî êàê
îòíîøåíèå êâàäðàòîâ ìîäóëåé àìïëèòóä ïîëÿ E â îòðàæåííîé è ïà-
äàþùåé âîëíàõ. Äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ òàêîãî ïðîñòîãî âû-
ðàæåíèÿ íåò, ïîýòîìó åãî ëó÷øå âñåãî îïðåäåëÿòü èç áàëàíñà ýíåðãèè
(7.48).

2. Ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå èìååò ìåñòî ïðè n1 > n2, ò. å.
ïðè ïåðåõîäå èç îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé ñðåäû â ìåíåå ïëîòíóþ. Â
ýòîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ (7.45), ñóùåñòâóåò òàêîé
ïðåäåëüíûé óãîë ïàäåíèÿ ϕ∗, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

n1 sin ϕ∗ = n2,

ïðè êîòîðîì óãîë ïðåëîìëåíèÿ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ π/2 è ïðåëîìëåííàÿ
âîëíà èäåò ïàðàëëåëüíî ãðàíèöå ðàçäåëà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ î õàðàêòåðå ýòîé âîëíû ïðè óãëàõ ïàäåíèÿ ϕ > ϕ∗. Ôîðìàëüíûé
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îòâåò ãëàñèò, ÷òî ïðè ýòîì

sinϕ2 = (n1/n2) sin ϕ > 1

è óãîë ïðåëîìëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíûì. Ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëü-
íûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ñòðóêòóðû îäíîãî èç ïîëåé, íà-
ïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðåëîìëåííîé âîëíå

E2(r, t) = Ê2e
i(k2r−ω0t)

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Çäåñü x-êîìïîíåíòà âåêòîðà k2, îïðå-
äåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (7.6), ïðèíèìàåò çíà÷åíèå k2x = n1(ω0/c) sin ϕ,
áîëüøåå ìîäóëÿ |k2| = n2(ω/c). Òàê êàê ïî ñîîòíîøåíèþ (7.27) ñ ó÷å-
òîì îïðåäåëåíèÿ (7.44) k2

2x + k2
2z = n2

2(ω0/c)2, òî

k2z = ±i
ω0

c

√
n2

1 sin2 ϕ− n2
2

ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìîé. Ïðè âûáîðå çíàêà ¾ïëþñ¿ â ïîñëåäíåì âûðà-
æåíèè èìååì

E2(x, z, t) = Ê2e
−|k2z|zei(k2xx−ω0t),

ò. å. âîëíó, áåãóùóþ âäîëü îñè x, ñ àìïëèòóäîé, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòó-
õàþùåé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû
ðàçäåëà.

Çàìåòèì, ÷òî íàçâàííîå ¾çàòóõàíèå¿ âîëíû íå îáóñëîâëåíî ïîãëî-
ùåíèåì (ε, µ � âåùåñòâåííû). Ïðîñòî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè âî
âòîðîé ñðåäå âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
íåîäíîðîäíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà ñ àìïëèòóäîé, ñïàäàþùåé ñ óâåëè÷åíèåì
êîîðäèíàòû z. Ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî óñðåäíåííûé ïîòîê ýíåðãèè â íà-
ïðàâëåíèè îò ãðàíèöû ðàçäåëà, îáóñëîâëåííûé ýòîé âîëíîé, ðàâåí íóëþ
(T = 0).2 Ýòî óòâåðæäåíèå ñîãëàñíî áàëàíñó ýíåðãèè (7.48) ýêâèâàëåíò-
íî ðàâåíñòâó R = 1 äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ ϕ ≥ ϕ∗, äîêàçàòü êîòîðîå ïðåä-
ëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Óïðàæíåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè äëÿ àìïëèòóä Ê1 èç
ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ ñîîòíîøåíèé (7.46), (7.47) è òåì óñëîâèåì, ÷òî
ïðè ϕ ≥ ϕ∗ èìååì sin ϕ2 ≥ 1 � âåùåñòâåííûé, à cos ϕ2� ÷èñòî ìíè-
ìûé (ò. å. cos∗ ϕ2 = − cos ϕ2), ïîêàçàòü, ÷òî |Ê1|2 = |Ê0|2 (êàê äëÿ
ÒÌ-, òàê è äëÿ ÒÅ-âîëí).

2Äëÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü < S2z >, äîïîëíèòåëü-
íî âûïèñàâ ïîëå H2(x, z, t). Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (7.27) ñ ó÷åòîì
êîìïëåêñíîãî k2 = k2xex + i|k2z |ez .
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Îòñþäà èç ñîîòíîøåíèÿ (7.49) ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.
3. Â ïðîòèâîâåñ ïîëíîìó âíóòðåííåìó îòðàæåíèþ ñóùåñòâóåò ÿâëå-

íèå ïîëíîãî ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà, èìåþùåå ìå-
ñòî äëÿ ÒÌ-âîëíû. Äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû Ôðåíåëÿ äëÿ
àìïëèòóäû îòðàæåííîé âîëíû (ñì. òðåòèé ñòîëáåö ñîîòíîøåíèé (7.46)),
ïðè íåêîòîðîì óãëå óãëå ïàäåíèÿ, îòâå÷àþùåì óñëîâèþ

ϕ + ϕ2 = π/2, (∗)

èìååì Ê1 = 0.
Óãîë ïàäåíèÿ, ïðè êîòîðîì îòðàæåííàÿ ÒÌ-âîëíà íå âîçíèêàåò, íà-

çûâàåòñÿ óãëîì Áðþñòåðà. Åãî âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

tg ϕB =
n2

n1
, (7.50)

ïîëó÷àþùèìñÿ èç çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ (7.45) ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâåí-
ñòâà sin ϕ2 = cos ϕ, ñëåäóþùåãî èç óñëîâèÿ (*).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà ïàäàåò íà
ãðàíèöó ðàçäåëà ïîä óãëîì Áðþñòåðà, îòðàæåííàÿ âîëíà áóäåò ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííîé ÒÅ-âîëíîé.

4. Îòìåòèì ñëåäóþùèé õàðàêòåðíûé ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ òàê íàçû-
âàåìîé ïîòåðåé ïîëóâîëíû ïðè îòðàæåíèè îò îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé
ñðåäû (ò. å. n2 > n1). Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç òðåòüåãî ñòîëáöà ñîîòíîøå-
íèé (7.47), àìïëèòóäû îòðàæåííîé Ê1 è ïàäàþùåé Ê0 ÒÅ-âîëí îòëè÷à-
þòñÿ çíàêàìè, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò óãëà ïàäåíèÿ. À òàê êàê ïðèíÿòûå
ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïîëÿ E â ýòèõ âîëíàõ ñîâ-
ïàäàþò (ðèñ. 7.11), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû ïîëÿ
E0,E1 ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ â ïðîòèâîôàçå. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
èìåþò â âèäó, êîãäà ãîâîðÿò î ïîòåðå ïîëóâîëíû ïðè îòðàæåíèè.

Äëÿ ÒÌ-âîëíû ïîäîáíûé âîïðîñ âïðÿìóþ íå âîçíèêàåò, ò. ê. âåêòîðà
E0,E1 â òî÷êàõ ãðàíèöû â ýòîì ñëó÷àå íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé3. Â
ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ, êîãäà ϕ = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ2 = 0,
ïîíÿòèå ¾ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ¿ òåðÿåò ñìûñë, ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà
äåëåíèå íà ÒÅ- è ÒÌ-âîëíû. Ïðè ýòîì äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííîé è
ïðåëîìëåííîé âîëí ñïðàâåäëèâû âåêòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ê1 =
n1 − n2

n1 + n2
Ê0, Ê2 =

2n1

n1 + n2
Ê0, (7.51)

3ßâëåíèå ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ïðè ñðàâíåíèè âîëí, îòðàæåííûõ îò äâóõ ïîâåðõíîñòåé
ïëîñêîé ïëàñòèíû, ñì. � 11.10.
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ïåðâîå èç êîòîðûõ åùå ðàç äåìîíñòðèðóåò ïîòåðþ ïîëóâîëíû, î êîòîðîé
ãîâîðèòñÿ â ýòîì ïóíêòå.

5. Î âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ.
Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò

õàðàêòåðà ïîëÿðèçàöèè è, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (7.49), (7.51),

R⊥ =
(

n1 − n2

n1 + n2

)2

(ïðè÷åì íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïî êîòîðîé èç äâóõ ñðåä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ïàäàþùàÿ âîëíà). Íàïðèìåð, ïðè îòðàæåíèè îò ãðàíèöû ñòåêëî (n =
= 1.5) � âîçäóõ (n = 1) èìååì R⊥ = 0, 04, à îò ãðàíèöû âîäà (n = 1, 33)
� âîçäóõ îòðàæàåòñÿ âñåãî 2% èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû.

Ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ äëÿ ÒÅ- è ÒÌ-
âîëí ðàçëè÷íû è ñîãëàñíî ôîðìóëàì (7.46), (7.47)

RTM =
tg2(ϕ− ϕ2)
tg2(ϕ + ϕ2)

, RTE =
sin2(ϕ− ϕ2)
sin2(ϕ + ϕ2)

.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïàäåíèÿ èç âîçäóõà íà ñòåêëî çàâèñèìîñòè RTM (ϕ), RTE(ϕ)
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.13. Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ ïàäåíèÿ (ϕ ≤
10◦) îáà êîýôôèöèåíòà ïðàêòè÷åñêè ðàâíû R⊥. Ïðè óâåëè÷åíèè óãëà
ïàäåíèÿ êðèâûå ðàñõîäÿòñÿ. Êîýôôèöèåíò RTM ñíà÷àëà ñïàäàåò è äî-
ñòèãàåò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïðè óãëå Áðþñòåðà, à çàòåì ìîíîòîííî ðàñ-
òåò, ñòðåìÿñü ê çíà÷åíèþ 1 ïðè óãëå π/2 (ñêîëüçÿùåå ïàäåíèå). Ïîâåäå-
íèå RTE ìîíîòîííî.

20 40 60 80

0.1

0.2

0.3

0.4

RTE RTM

ϕ°ϕB
10 20 30 40

0.2

0.4

0.6

0.8

1

RTE RTM
ϕ°ϕ

*

Ðèñ. 7.13 Ðèñ. 7.14

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà èç ñòåêëà â âîçäóõ (èç îïòè÷åñêè
áîëåå ïëîòíîé ñðåäû â ìåíåå ïëîòíóþ) ðàññìàòðèâàåìûå çàâèñèìîñòè
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èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.14. Âèäíî, ÷òî ïåðåõîä îò ìàëûõ çíà÷åíèé R ê
åäèíèöå ïðè ïðèáëèæåíèè óãëà ϕ ê ïðåäåëüíîìó óãëó ïðîèñõîäèò âåñü-
ìà ðåçêî.

7.10. Ïðîñâåòëåíèå îïòèêè.
Î äèýëåêòðè÷åñêèõ çåðêàëàõ

1. Õîòÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ñòåêëà, êàê ìû âèäåëè, íåâå-
ëèê, âî ìíîãèõ ñëîæíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðå-
ëîìëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé äàæå ïðè ìàëîì R â èòîãå íàêàïëèâàþòñÿ
çíà÷èòåëüíûå ïîòåðè ñâåòà. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò çàäà÷à ñíèæåíèÿ
èíòåíñèâíîñòè îòðàæåííîé âîëíû èëè, êàê ÷àñòî ãîâîðÿò, ¾ïðîñâåòëå-
íèÿ îïòèêè¿.

Êîíñòðóêòèâíî ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîíêîãî äèýëåêòðè-
÷åñêîãî ñëîÿ, íàíîñèìîãî íà ïîâåðõíîñòü îòðàæàþùåé ñðåäû. Ñõåìàòè-
÷åñêè (ðèñ. 7.15) ñèòóàöèþ èçîáðàçèì â âèäå ïëîñêîãî ñëîÿ ñ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε2, ïðèìûêàþùåãî ê îòðàæàþùåìó ïîëó-
ïðîñòðàíñòâó ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε3. Ïîëóïðîñòðàíñòâó
z < 0, îòêóäà ïàäàåò âîëíà, äëÿ îáùíîñòè òàêæå ïðèïèøåì äèýëåêòðè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ε1, õîòÿ â êîíêðåòíîé çàäà÷å ÷àñòî ε1 = 1. Ïóñòü ñëåâà
íà ýòó ñèñòåìó ïàäàåò ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, äëÿ ïðîñòîòû,
ïî íîðìàëè. Òðåáóåòñÿ íàéòè àìïëèòóäó îòðàæåííîé âîëíû è âûÿñíèòü
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü ýòîé âîëíû ìèíèìàëüíà.

E0

E1

E2

E2
’

E3

k1 k2 k3

-k1 -k2

H0

H1

H2

H2
’

H3

a z
y

x

ε1 ε2 ε3>ε1

Ðèñ. 7.15

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü âñþ ñèñòåìó âîëí,
âîçíèêàþùèõ â ýòîì ïðîöåññå: êðîìå èíòåðåñóþùåé íàñ îòðàæåííîé
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âîëíû, ýòî äâå âîëíû â ñëîå ñ òîëùèíîé a è óõîäÿùàÿ âîëíà â ñðåäå
3. Èçîáðàçèì èõ íà ðèñ. 7.15 âìåñòå ñ ïðèíÿòûìè çà ïîëîæèòåëüíûå
íàïðàâëåíèÿìè àìïëèòóä èõ ïîëåé. Ðèñóíîê ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå â ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíàõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðà-
æåíèÿìè:

E0e
i(k1z−ωt)ey, Ê2e

i(k2z−ωt)ey, Ê3e
i(k3z−ωt)ey

Ê1e
i(−k1z−ωt)ey Ê′

2e
i(−k2z−ωt)ey

(â îáëàñòè z < 0) (â ñëîå 0 < z < a) (â îáëàñòè z > a.

(Âûáîðîì íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè àìïëèòóäó îäíîé èç âîëí âñåãäà ìîæ-
íî ñäåëàòü âåùåñòâåííîé. Çäåñü òàêîâîé ïðèíÿòà àìïëèòóäà ïàäàþ-
ùåé âîëíû, è îíà îáîçíà÷åíà â âèäå E0 áåç ¾øëÿïêè¿.) Ìàãíèòíîå ïî-
ëå â êàæäîé èç ýòèõ âîëí õàðàêòåðèçóåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé
Ĥ =

√
εÊ, ñâÿçàííîé ñ àìïëèòóäîé ïîëÿ E.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ àìïëèòóä èìååì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëåé E è H. Íà ãðàíèöå
z = 0 ýòî:

1) E0 + Ê1 = Ê2 + Ê′
2,

2)
√

ε1(Ê1 − E0) =
√

ε2(Ê′
2 − Ê2).

Íà ãðàíèöå z = a :

3) Ê2e
ik2a + Ê′

2e
−ik2a = Ê3e

ik3a,

4)
√

ε2(−Ê2e
ik2a + Ê′

2e
−ik2a) = −√ε3Ê3e

ik3a.

Îáðàùàåì âíèìàíèå: õîòÿ ïåðâûå äâà óñëîâèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðàíèöå
z = 0, ïîõîæè íà óñëîâèÿ, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè âûâîäå ôîðìóë Ôðåíå-
ëÿ, èõ íåâîçìîæíî ðàçðåøèòü, ò. ê. çäåñü ïðèñóòñòâóåò ¾ëèøíÿÿ¿ íåèç-
âåñòíàÿ Ê′

2. Òîëüêî ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 3), 4) ïîçâîëÿåò çàìêíóòü
çàäà÷ó.

Íà ýòîì ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà çàâåðøåíû. Åñëè ðàçðåøèòü ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (÷òî äî-
ñòàòî÷íî ãðîìîçäêî), òî îòâåò äëÿ îòðàæåííîé âîëíû ìîæíî ïðèâåñòè
ê òàêîìó âèäó:

Ê1 = E0
ρ12 + ρ23e

2ik2a

1 + ρ12ρ23e2ik2a
. (7.52)

Çäåñü ρ12 =
n1 − n2

n1 + n2
, ρ23 =

n2 − n3

n2 + n3
− àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû
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îòðàæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå èç ôîðìóë Ôðåíåëÿ äëÿ ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ: ρ12 � äëÿ ïåðåõîäà èç n1 â n2 (ñì. ïåðâóþ ôîðìóëó
(7.51)) è ρ23 � äëÿ ïåðåõîäà èç n2 â n3. (Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûé â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå êîýôôèöèåíò R ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ýíåð-
ãåòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ. Ìåæäó ñîáîé îíè ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèåì R = ρ2.)

2.Âûïèñàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ðåøàòü ìû íå áóäåì. Âìåñòî ýòîãî
ôîðìóëó (7.52) ïîëó÷èì ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ïîäõîäà, îñíîâàííî-
ãî íà ðàññìîòðåíèè ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé-ïðåëîìëåíèé íà ãðàíèöàõ
ðàçäåëà, ò. ê. ýòîò ïîäõîä ôèçè÷åí è ïîýòîìó ïîëåçåí.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïîäõîä äëÿ óãëà ïàäåíèÿ,
îòëè÷íîãî îò íóëÿ (ðèñ. 7.16).

E0

Ê11

Ê12

Ê13

Ê1 n

Ê31

Ê32

Ê33

Ê21
Ê21

’

ε1 ε2 ε3>ε1

Ðèñ. 7.16

Çäåñü âîëíà ñ àìïëèòóäîé E0 äîñòèãàåò ãðàíèöû, ÷àñòè÷íî îòðàæà-
åòñÿ è óõîäèò â âèäå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ñ àìïëèòóäîé

Ê11 = E0ρ12,

à ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò â ñðåäó 2 â âèäå âîëíû ñ àìïëèòóäîé Ê21 = E0τ12.
Ýòà ïîñëåäíÿÿ âîëíà äîõîäèò äî ãðàíèöû 2�3, ÷àñòè÷íî îòðàæàÿñü ïî-
ðîæäàåò âîëíó, íà ðèñóíêå îòìå÷åííóþ êàê E′

21 (åå àìïëèòóäà áåç ó÷åòà
íàáåãà ôàçû ðàâíà E21ρ23), è äàëüøå ÷àñòè÷íî âûõîäèò â ñðåäó 1 â âèäå
îòðàæåííîé âîëíû E12, àìïëèòóäà êîòîðîé ðàâíà

Ê12 = E0τ12ρ23τ21e
2ik2a.

Çäåñü ôàçîâûé ìíîæèòåëü exp(2ik2a) îáóñëîâëåí ñóììàðíûì íàáåãîì
ôàçû ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ïî ñëîþ òîëùèíû a âïåðåä è íàçàä, à

τ12 =
2n1

n1 + n2
, τ21 =

2n2

n1 + n2
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� àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ ãðàíèöû 1�2 ñëåâà íàïðà-
âî ( âòîðàÿ ôîðìóëà (7.51)) è ñïðàâà íàëåâî (ïî àíàëîãèè).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî àìïëèòóäû ïîñëåäóþùèõ îòðàæåííûõ âîëí
E13, E14, . . . îïðåäåëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûì îáðàçîì:

Ê13 = Ê12q, Ê14 = Ê13q . . . , ãäå q = ρ21ρ23e
2ik2a.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíàÿ îòðàæåííàÿ âîëíà, âûøå çàïèñûâàâøàÿñÿ êàê
Ê1 exp(i(−kz − ωt)), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû áåñêîíå÷-
íîãî íàáîðà âîëí ñ îäèíàêîâûìè k, ω è ñ àìïëèòóäàìè Ê1n, òàê ÷òî

Ê1 = Ê11 + Ê12

∞∑
n=0

qn = Ê11 + Ê12
1

1− q
.

Îòñþäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ q è ïîä÷åðêíóòûõ âûðàæåíèé äëÿ
Ê11, Ê12 ïîëó÷àåì

Ê1 = E0ρ12 + E0τ12τ21ρ23
e2ik2a

1− ρ21ρ23e2ik2a
.

Äàëüøå îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ρ21 = −ρ12, à ïðîèçâåäåíèå

τ12τ21 =
4n1n2

(n1 + n2)2
= 1−

(
n1 − n2

n1 + n2

)2

çàìåíèòü íà (1 − ρ2
12), è òîãäà ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê

íóæíîìó âèäó (7.52).
3. Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòðàæåííàÿ âîëíà îòñóòñòâóåò,

ò. å. Ê1 = 0. Òàê êàê äëÿ ïðîçðà÷íûõ äèýëåêòðèêîâ êîýôôèöèåíòû
îòðàæåíèÿ ρ12, ρ23 � âåùåñòâåííû, ÷èñëèòåëü äðîáè (7.52) ìîæåò áûòü
îáðàùåí â íóëü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ôàçîâûé ìíîæèòåëü exp(2ik2a),
çàâèñÿùèé îò òîëùèíû ïëåíêè a, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóùåñòâóþò äâà âàðèàíòà çíà÷åíèé a, ïðè êîòîðûõ àìïëèòóäà îò-
ðàæåííîé âîëíû ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Åñëè exp(2ik2a) = 1, ÷òî èìååò ìåñòî
ïðè

am = m
λ2

2
,

ãäå m = 1, 2, 3, . . . , λ2 � äëèíà âîëíû â ìàòåðèàëå ïëåíêè, èñêîìàÿ àì-
ïëèòóäà ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ

Ê1 = E0
n1 − n3

n1 + n3
,
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íå ñîäåðæàùåìó n2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî, åñëè n1 = n3, ò. å. åñëè äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïëåíêà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ è ñ òîëùè-
íîé, êðàòíîé ïîëîâèíå äëèíû âîëíû λ2, íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå,
ïàäàþùàÿ âîëíà ïðîõîäèò ÷åðåç ïëåíêó áåç îòðàæåíèÿ. Íî ýòîò ñëó÷àé
ê âîïðîñó î ïðîñâåòëåííîé îïòèêå íå îòíîñèòñÿ.

Âòîðîé âàðèàíò, êîãäà exp(2ik2a) = −1 è

am =
λ2

4
(1 + 2m), (7.53)

èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ðàññìàòðèâàåìîìó âîïðîñó. Ïðè
ýòîì òðåáîâàíèå Ê1 = 0 ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ ρ12 = ρ23, ýêâèâàëåíòíîìó

n2
2 = n1n3, ò. å. ε2 =

√
ε1ε2. (7.54)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òîëùèíà ïëåíêè äèýëåêòðèêà ðàâíà ÷åòâåðòè äëè-
íû âîëíû (äëèíû âîëíû â äèýëåêòðèêå, à íå â îêðóæàþùåé ñðåäå), à
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ôîðìóëîé,
òî òàêàÿ ïëåíêà îáåñïå÷èâàåò ïîëíîå ïðîõîæäåíèå âîëíû áåç îòðàæå-
íèÿ. (Çäåñü ìû ãîâîðèì î ÷åòâåðòüâîëíîâîé ïëåíêå, èìåÿ â âèäó ìèíè-
ìàëüíóþ òîëùèíó.)

Îáû÷íî ïðîçðà÷íûé äèýëåêòðèê ñ òî÷íî íóæíûì çíà÷åíèåì ïîêà-
çàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò; íàïðèìåð, äëÿ ñòåêëà ñ n3 = 1, 52
íåîáõîäèìîå n2 =

√
n1n3 = 1, 23, à â êà÷åñòâå ïîêðûòèÿ èñïîëüçóþò

êðèîëèí (n2 = 1, 35) èëè ôòîðèñòûé ìàãíèé (n2 = 1, 38) è äîáèâàþòñÿ
çíà÷èòåëüíîãî îñëàáëåíèÿ îòðàæåíèÿ.

4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
à. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ρ12, ρ23 << 1, ôàêòè÷åñêè íåò íåîáõîäèìîñòè

ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âåñü áåñêîíå÷íûé íàáîð îòðàæåííûõ, ïðåëîì-
ëåííûõ âîëí. Âïîëíå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ âîëíàìè E11, E12,
îòðàæåííûìè ñîîòâåòñòâåííî îò ïåðåäíåé è çàäíåé ãðàíèö ñëîÿ. Ýòî
äàåò ïðàêòè÷åñêè òî÷íûé ðåçóëüòàò. Äåéñòâèòåëüíî,

Ê11 + Ê12 = E0(ρ12 + τ12τ21ρ23e
2ik2a)

ñ ó÷åòîì
τ12τ21 = 1− ρ2

12

ïðè ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (7.52).
Ïðîöåäóðó ñóììèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âîëí ìû ïðîäå-
ëàëè, èìåÿ â âèäó ïîñëåäóþùèå ïðèëîæåíèÿ.
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á. Îòñþäà ïîíÿòíî, ïî÷åìó ÷åòâåðòüâîëíîâûé ñëîé èç ìàòåðèàëà, ïî-

êàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîãî áîëüøå n1, íî ìåíüøå ïîêàçàòåëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ îòðàæàþùåé ñðåäû n3, îáåñïå÷èâàåò îñëàáëåíèå îòðàæåíèÿ.
Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî îòðàæåííûå âîëíû E11 è E12 íàõîäÿòñÿ
â ïðîòèâîôàçå: îòðàæåíèÿ îò ïåðåäíåé è çàäíåé ãðàíèö õîòÿ è ïðîèñ-
õîäÿò ¾îäèíàêîâî¿ (ñ ïîòåðåé ïîëóâîëíû), íî âòîðàÿ èç âîëí çà ñ÷åò
¾ëèøíåãî¿ ïóòè, ðàâíîãî λ2/2, ïðîõîäèìîãî â ñëîå, îòñòàåò îò ïåðâîé
ïî ôàçå íà π.

â. Íåëèøíå îáðàòèòü âíèìàíèå åùå íà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: íà ðèñ.
7.16 ñòðåëêàìè èçîáðàæåíû íå ¾ëó÷è¿, êàê èíîãäà ïèøóò, à íàïðàâëå-
íèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí. Âñå âîëíû, ðàññìàòðè-
âàåìûå çäåñü, � ýòî ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ïëîñêèå âîëíû, â ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèè íå ¾òîíêèå¿, à íàîáîðîò, áåçãðàíè÷íûå.

5. Îá èäåå äèýëåêòðè÷åñêèõ çåðêàë

Åñëè íà ïîâåðõíîñòü ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n0 íàíåñòè
ñëîé ïðîçðà÷íîãî äèýëåêòðèêà òîëùèíû λ2/4 ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëå-
íèÿ n > n0, òî îòðàæàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ïîâåðõíîñòè âîçðàñòàåò, ò. ê.
â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîíÿòíî èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçà, âîëíû E11, E12

ñèíôàçíû è óñèëèâàþò äðóã äðóãà. Òàê, ïîêðûâàÿ ñòåêëî ñëîåì λ/4 èç
ñåðíèñòîãî öèíêà (n = 2, 3), îáåñïå÷èâàþò R ' 0, 3. Áîëåå âûñîêèå êî-
ýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ äîñòèãàþòñÿ çà ñ÷åò ìíîãîñëîéíûõ ïîêðûòèé.
Íàïðèìåð, ñåìü ñëîåâ èç ñåðíèñòîãî öèíêà è êðèîëèòà (n = 1, 35) ïðè-
âîäÿò ê R ' 0, 9. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ R ' 0, 99 (òàêèå çåðêàëà íóæíû äëÿ
ëàçåðíûõ ðåçîíàòîðîâ) íàäî íàíåñòè 11 � 13 ñëîåâ.

Óïðàæíåíèå. Êàê ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ âîëí E31, E32, . . . ïîëó-
÷èòü âûðàæåíèå

Ê3 = E0
eik2aτ12τ23

1− ρ21ρ23e2ik2a

äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïðîøåäøåé âîëíû. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé (7.53), (7.54) óñðåäíåííûå ïîòîêè ýíåðãèè ïðîøåäøåé
è ïàäàþùåé âîëí < S3 >, < S0 > ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî áóäåò äðó-
ãèì äîêàçàòåëüñòâîì îòñóòñòâèÿ îòðàæåííîé âîëíû ïðè âûïîëíåíèè íà-
çâàííûõ óñëîâèé.
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7.11. Ïðåäâàðèòåëüíî î ìîíîõðîìàòè÷åñêîé

ñôåðè÷åñêîé âîëíå

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè îáñóæäåíèè èíòåðôåðåíöèè è äèôðàê-
öèè ñâåòà íàì ïîòðåáóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î íàçâàííûõ
âîëíàõ. Äàííûé ïàðàãðàô ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé óçêîé çàäà-
÷è. Íà÷íåì åãî ñ ðàññìîòðåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (7.25)

∆f̂ + k2f̂ = 0

äëÿ íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû è ïîñòðîåíèÿ äëÿ íåå
îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ôóíêöèè f̂(r), çàâèñÿùåé òîëüêî îò îäíîé
ñôåðè÷åñêîé êîîðäèíàòû r. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ äëÿ ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé

∆f̂ =
1
r2

d

dr

(
r2 df̂

dr

)

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ rf̂

∆f̂ =
1
r

d2

dr2
(rf̂).

Òîãäà óðàâíåíèå (7.25) ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé

d2

dr2
(rf̂) + k2(rf̂) = 0,

îäíî èç äâóõ ðåøåíèé êîòîðîãî e±ikr îòâå÷àåò ñôåðè÷åñêîé âîëíå, ðàñ-
õîäÿùåéñÿ îò èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò:

f̂(r) =
1
r
eikr, f(r, t) = f̂(r)e−iωt =

1
r
ei(kr−ωt). (7.55)

Ïîäîáíîå ðåøåíèå ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíî â àêóñòèêå, òàê êàê çâó-
êîâûå âîëíû � ïðîäîëüíûå, õàðàêòåðèçóþòñÿ ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì
(ëèáî äàâëåíèåì, ëèáî ïëîòíîñòüþ ñðåäû) è äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ âîëí ñ àìïëèòóäîé, ñïàäàþùåé êàê 1/r ïî
ìåðå óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí (ïîïåðå÷íûõ)

www.phys.nsu.ru



46 Ãëàâà 7. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå íåðåàëèçóåìî, õîòÿ ¾òî÷å÷íûå¿ èñ-
òî÷íèêè ñóùåñòâóþò. Â êà÷åñòâå òàêîãî èñòî÷íèêà ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü, íàïðèìåð, ïåðåìåííûé ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü d0e

−iωt. Åãî èçëó-
÷åíèå â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( ðèñ. 7.17) ñ öåíòðîì â òî÷êå
ðàñïîëîæåíèÿ äèïîëÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â � 13.4, õàðàêòåðèçóåòñÿ ïî-
ëÿìè

E(r, θ, t) = E∗
a

r
ei(kr−ωt) sin θ eθ,

B(r, θ, t) = E∗
a

r
ei(kr−ωt) sin θ eα,

(7.56)

ãäå a � íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð, E∗ � ìàñøòàá ïîëÿ, êîòîðûå
áóäóò óòî÷íåíû òàì æå. Îòñþäà âèäíî, ÷òî êàê è â ñôåðè÷åñêè ñèììåò-
ðè÷íîì ðåøåíèè (7.55), çàâèñèìîñòü ïîëåé (7.56) îò êîîðäèíàòû r çà-
äàåòñÿ ìíîæèòåëåì (1/r) exp(ikr). Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè óã-
ëîâîé çàâèñèìîñòè, âûðàæàåìîé ìíîæèòåëåì sin θ, ãäå θ � óãîë, îòñ÷è-
òûâàåìûé îò íàïðàâëåíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà èçëó÷àòåëÿ. Â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïîëÿ E,B ïî âåëè÷èíå ðàâíû è ïî íàïðàâëåíèÿì
ñîãëàñîâàíû ñ âåêòîðîì k = ker òî÷íî òàê, êàê â ïëîñêîé ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé âîëíå.

Ðèñ. 7.17

Òîëüêî ïðè ýòîì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ýêñïîíåíòû ñ ïîêàçàòå-
ëÿìè i(kr − ωt) è i(kr − ωt), âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ñîîòâåò-
ñòâåííî â ñôåðè÷åñêîé è ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëíàõ, ïî ôîðìå
ñõîæè, íî ïî ñîäåðæàíèþ îíè âåñüìà ðàçëè÷íû. Â ïåðâîé èç íèõ kr
åñòü ïðîèçâåäåíèå âîëíîâîãî ÷èñëà íà ðàññòîÿíèå îò ôèêñèðîâàííîãî
èñòî÷íèêà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Âòîðîå ñîäåðæèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå ïîñòîÿííîãî, íåèçìåííîãî â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâîãî âåêòîðà k è
ðàäèóñà-âåêòîðà r òî÷êè íàáëþäåíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîãî îò ïðîèçâîëüíîãî
íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Äîïîëíèòåëüíîå çàìå÷àíèå. Äëÿ íåáîëüøîé îáëàñòè íàáëþäåíèÿ ñ

õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì, íàìíîãî ìåíüøèì ðàññòîÿíèÿ äî òî÷å÷íîãî èñ-
òî÷íèêà, ìíîæèòåëü sin θ eθ, âõîäÿùèé â âûðàæåíèÿ (7.56), ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì. Òîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñôå-
ðè÷åñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû äëÿ òàêîé ìàëîé îáëàñòè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ðàâåíñòâîì

E(r, t) = E0
a

r
ei(kr−ωt), (7.57)

ãäå E0 = E∗ sin θ eθ.
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Ãëàâà 8

ÔÓÐÜÅ-ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ
ÏÎËß

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå, îòêðûâàþùåé èçó÷åíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
â ýòîé êíèãå, îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà ðàññìîòðåíèè
ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Êàê ìû óáåäèìñÿ íèæå, èññëåäîâà-
íèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ ñ ïîëÿìè E(r, t),B(r, t)
â ðåøàþùåé ñòåïåíè îïèðàþòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà â âèäå ñó-
ïåðïîçèöèè ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, èëè, ãîâîðÿ äðóãèìè ñëî-
âàìè, íà ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ (ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ) ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà ê ïîäîáíîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåñ-
ñû ðàçâèâàþòñÿ, êàê îáû÷íî, â ïðèñóòñòâèè ìàòåðèàëüíûõ ñðåä, ðåàê-
öèÿ êîòîðûõ íà ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî ïðèìåíèòåëüíî ê îòäåëüíûì ôóðüå-êîìïîíåíòàì. Çàìåòèì, ÷òî ñïåê-
òðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæàò â îñíîâå íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèõ, íî è
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ.

Òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçó÷àåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ.
Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì ëèøü íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ìîìåí-
òîâ íàçâàííîé òåîðèè, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó â äàííîì êóðñå êðóãó âîïðîñîâ.
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8.1. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 49
8.1. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïîä ôóðüå-ðàçëîæåíèåì ïîíèìàþò ðàçëîæåíèå èññëåäóåìîé ôóíê-
öèè íà ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå. Íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ñ ïåðèîäîì T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå, ò. å. â âèäå
áåñêîíå÷íîé ñóììû ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè, îòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà
íà ôèêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó ω0 :

f(t) =
∞∑

n=−∞

fn√
T

e−inω0t (ω0 =
2π

T
), ïðè÷åì fn =

∫ T

0

f(t)√
T

einω0tdt.

(Çäåñü èñïîëüçîâàíà ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿ-
äà.)

Íåïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
íàáîðà ãàðìîíèê, íî ïðè ýòîì ÷àñòîòû íå äèñêðåòíû, à çàïîëíÿþò íåêî-
òîðûé ó÷àñòîê ÷èñëîâîé îñè, è ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
Ôóðüå. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èòàòåëþ èçâåñòíû. Â ñèììåòðè÷íîì
âèäå îíè èìåþò âèä:

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ω)e−iωtdω, f(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)eiωtdt. (8.1)

Çäåñü f(t) èçîáðàæàåò çàâèñèìîñòü íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû îò
âðåìåíè, à f(ω) � ôóðüå-îáðàç ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâèÿ (8.1) ìåæäó ôóíêöèÿìè f(t) è f(ω) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèìâî-
ëè÷åñêóþ çàïèñü f(t) + f(ω), îçíà÷àþùóþ: ¾ôóíêöèè f(t) ñîîòâåòñòâó-
åò ôóðüå-îáðàç f(ω)¿. Ôóðüå-îáðàç f(ω) ÷àñòî íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû f(t).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(t) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå, òî
ãîâîðÿò, ÷òî f(t) îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, à â ñëó÷àå èíòåãðàëà
Ôóðüå � ñïëîøíûì ñïåêòðîì. Õîòÿ íå ñëåäóåò óïóñêàòü èç âèäó, ÷òî
ðÿä ôîðìàëüíî òàêæå ìîæåò áûòü èçîáðàæåí â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå;
òîëüêî ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

f(ω) =
√

2π
∞∑

n=−∞

fn√
T

δ(ω − nω0)

áóäåò ñîñòîÿòü èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà äåëüòà-ôóíêöèé.
Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè òîëüêî î ôóíêöèÿõ âðåìåíè è èõ ðàçëîæå-

íèè íà âðåìåííûå ãàðìîíèêè. Àíàëîãè÷íî è ïðîñòðàíñòâåííûå ôóíêöèè
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ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè. Âîçüìåì äëÿ íà÷à-
ëà ôóíêöèþ f(x) îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x. Äëÿ íåå
ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðåäñòàâèì â âèäå

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(k)eikxdk, f(k) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx. (8.2)

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî çíàêè â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò â ýòèõ ôîð-
ìóëàõ ïðîòèâîïîëîæíû ñîîòâåòñòâóþùèì çíàêàì ïðè ðàçëîæåíèè (8.1)
ôóíêöèè âðåìåíè. Óäîáñòâî òàêîãî ñîãëàøåíèÿ ñòàíåò ïîíÿòíûì ÷óòü
ïîçæå ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè íà ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèå ïëîñêèå âîëíû.

Ñòðîãèé âûâîä ôîðìóë (8.1) äàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ. À
ìû çäåñü ïðîäåëàåì ñâîé ¾âûâîä¿, ïðåñëåäóÿ ïðè ýòîì öåëü íàïîìíèòü
íåêîòîðûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè. È â êà÷åñòâå ïåðâîãî
øàãà ïîëó÷èì ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì-
ñÿ ê âåëè÷èíå, îïðåäåëÿåìîé èíòåãðàëîì ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

I(t) =
∫ ∞

−∞
e−iωtdω,

ïîíèìàåìûì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ò. å.

I(t) = lim
Ω→∞

I(Ω, t),

ãäå I(Ω, t) =
∫ Ω

−Ω

e−iωtdω =
eiΩt − e−iΩt

it
= 2Ω

(
sinΩt

Ωt

)
.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè I(Ω, t) ïðè Ω →∞ ïðèâîäèò íàñ
ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(t) êàê ïðåäåëó íåêîòîðîé êîëîêîëîîáðàçíîé ôóíê-
öèè. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ôóíêöèþ

y = sinc(t) = sin t/t

(äëÿ îòíîøåíèÿ ñèíóñà ê åãî àðãóìåíòó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëü-
íîå îáîçíà÷åíèå sinc), íàä êîòîðîé ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñæàòèÿ (ïî îñè àáñöèññ) è ðàñòÿæåíèÿ (ïî îñè îðäèíàò) â îïðåäåëåííîå
÷èñëî ðàç Ω:

I(Ω, t) = 2Ω sinc(Ωt).

(Íà ðèñ. 8.1 ôóíêöèÿ y(t) íàíåñåíà âìåñòå ñ y(Ωt) äëÿ çíà÷åíèÿ Ω = 4.)
Ïðè ýòîì ïëîùàäü ïîä êðèâîé

∫ ∞

−∞
Ω sinc(Ωt)dt =

∫ ∞

−∞
sinc(t)dt =

∫ ∞

−∞

sin t

t
dt = π
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îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òàê ÷òî â ïðåäåëå Ω →∞ ôóíêöèÿ I(Ω, t) ïåðåõî-
äèò â 2πδ(t).

π 2 π 3 π-0.2

0.2

0.6

1

t

y

Ðèñ. 8.1

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
∫ ∞

−∞
e−iωtdω = 2πδ(t).

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî îáîáùèòü è â êà÷åñòâå âàæíîãî ïîáî÷íîãî ðåçóëü-
òàòà çàôèêñèðîâàòü â âèäå

∞∫
−∞

e−i(ω−ω′)tdt = 2πδ(ω − ω′),

∞∫
−∞

e−iω(t−τ)dω = 2πδ(t− τ).
(8.3)

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ïðåäñòàâèì â ôîðìå ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ äåëüòà-
ôóíêöèè

δ(t− τ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

1√
2π

eiωτe−iωtdω, (8.4)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî δ(t− τ) + (1/
√

2π)eiωτ .
Äëÿ çàâåðøåíèÿ ¾âûâîäà¿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðìóë (8.1) âñïîìíèì,

÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äåëüòîîáðàçíûõ
ôóíêöèé

f(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)δ(t− τ)dτ.

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (8.4) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
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f(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)

1√
2π

∫ ∞

−∞

1√
2π

eiωτe−iωtdωdτ =

1√
2π

∫ ∞

−∞

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(τ)eiωτdτe−iωtdω,

ñîäåðæàùåå, ïî ñóòè, îáå ôîðìóëû ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïàðàãðàô çàâåðøèì íàïîìèíàíèåì, ÷òî îïåðàöèÿ ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ

äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ àíàëîãèþ ñ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî îðòîãî-
íàëüíûì êîîðäèíàòàì. Òîëüêî â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî n-ìåðíîãî ýâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååì áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé (ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, q) =

∫∞
−∞ f(t) · q∗(t)dt.

Ýòó àíàëîãèþ çäåñü ïðèâåäåì â âèäå òàáëèöû èç ìîíîãðàôèè Ìåøêîâà-
×èðèêîâà ñ íåáîëüøèìè êîììåíòàðèÿìè:

Âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî

Ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî

Âåêòîð r f(t)
Áàçèñ en (1/

√
2π)e−iωt

Îðòîíîðìè-
ðîâàííîñòü

áàçèñà
en · ek = δnk

(1/2π)
∫∞
−∞ e−i(ω−ω′)tdt =

= δ(ω − ω′)
Ðàçëîæåíèå
ïî áàçèñó r =

∑
xnen f(t) = (1/

√
2π)

∫∞
−∞ f(ω)e−iωtdω

Êîìïîíåíòû
âåêòîðà xn = (r · en) f(ω) = (1/

√
2π)

∫∞
−∞ f(t)eiωtdt

Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ

r1 · r2 =

=
∑

x1nx2n

∫∞
−∞ f1(t)f∗2 (t)dt =

=
∫∞
−∞ f1(ω)f∗2 (ω)dω

Âñå âõîäÿùèå ñþäà ôîðìóëû, êðîìå ïîñëåäíåé, ñîäåðæàòñÿ â ñîîòíî-
øåíèÿõ (8.1), (8.3), à ðàâåíñòâî

∫ ∞

−∞
f1(t)f∗2 (t)dt =

∫ ∞

−∞
f1(ω)f∗2 (ω)dω (8.5)

èç ïîñëåäíåé ñòðîêè òàáëèöû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â èíòåãðàëå åãî ëåâîé
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÷àñòè ôóíêöèþ f∗2 (t) çàìåíèòü ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèåì, à çàòåì â äâó-
ìåðíîì èíòåãðàëå ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

∫ ∞

−∞
f1(t)f∗2 (t)dt =

∫ ∞

−∞
f1(t)

1√
2π

∫ ∞

−∞
f∗2 (ω)eiωtdωdt =

=
∫ ∞

−∞

1√
2π

∫ ∞

−∞
f1(t)eiωtdt · f∗2 (ω)dω =

∫ ∞

−∞
f1(ω)f∗2 (ω)dω.

Èç ðàâåíñòâà (8.5) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, â ìàòåìàòèêå íàçûâàåìîå
òåîðåìîé Ïàðñåâàëÿ

∫ ∞

−∞
| f(t) |2dt =

∫ ∞

−∞
| f(ω) |2dω (8.6)

î ðàâåíñòâå êâàäðàòà äëèíû âåêòîðà ñóììå êâàäðàòîâ åãî îðòîãîíàëü-
íûõ êîìïîíåíò.

Ñîîòíîøåíèå (8.6) èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè, ê ïðè-
ìåðó, ïîä ôóíêöèåé f(t) ïîíèìàòü íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îò ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó
èìïóëüñíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, òî èíòåãðàë

∫ ∞

−∞
f2(t)dt =

∫ ∞

−∞
E2(t)dt

îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëåí ñóììàðíîé ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû, ïðîøåäøåé ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷-
êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (8.6), òà æå ñàìàÿ âåëè÷è-
íà (ýíåðãèÿ) ðàâíà èíòåãðàëó ïî âñåì ÷àñòîòàì îò ôóíêöèè | E(ω) |2.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî | E(ω) |2 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðîöåññà ïî ÷àñòîòàì. Ïîýòîìó êâàäðàò ìîäóëÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè ÷àñòî íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè.

Èìåÿ â âèäó, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ìîäóëü ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû ω (ñì. ñâîéñòâî (8.9)),
ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (8.6) öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðà-
âåíñòâà ∫ ∞

−∞
E2(t)dt = 2

∫ ∞

0

| E(ω) |2dω, (8.7)

ñîäåðæàùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòî-
òàì.
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8.2. Íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ñëó÷àè ôóðüå-

ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Ñïåêòð âåùåñòâåííîé ôóíêöèè. Èç ôîðìóë (8.1) âèäíî, ÷òî
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ íåêîòîðûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, â ñâîåì ñîñòà-
âå èìååò ãàðìîíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå è îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì. Ýòî
êàæåòñÿ ñòðàííûì, åñëè èìåòü â âèäó, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ôèçè-
÷åñêîé âåëè÷èíû åñòü íå òîëüêî ðåçóëüòàò ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, à îí îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ôóðüå-àíàëèçàòîðîâ. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, íè î êàêèõ îòðèöàòåëüíûõ
÷àñòîòàõ ðå÷ü èäòè íå ìîæåò. Ýòî êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåò-
ñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî, õîòÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå (8.1) èíòåãðàë
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, ôàêòè÷åñêè ñïåê-
òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f(−ω) íà ÷àñòîòå −ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèåì f(ω). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè

f(t) = f∗(t) (8.8)

(ò. å. f(t) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ), òî

f(−ω) = f∗(ω) (8.9)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

0

[f(ω)e−iωt + f∗(ω)eiωt]dω =
1√
2π

2Re

∫ ∞

0

f(ω)e−iωtdω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (8.9) äîñòàòî÷íî â óñëîâèè (8.8) ïåðåé-
òè ê ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿì ôóíêöèé f(t), f∗(t), à çàòåì îñóùåñòâèòü
çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèéòè ê ðàâåíñòâàì

∫ ∞

−∞
f(ω)e−iωtdω =

∫ ∞

−∞
f∗(ω′)eiω′tdω′ =

∫ ∞

−∞
f∗(−ω)e−iωtdω,

ïîäòâåðæäàþùèì ðàññìàòðèâàåìûé ðåçóëüòàò.
Òàêèì îáðàçîì, ôóðüå-îáðàç âåùåñòâåííîé ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå

ïðåäñòàâëÿåò êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèþ
(8.9). À âîò ñïåêòðû ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îáëàäà-
þò áîëåå îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ñôîðìóëèðóåì â êà÷åñòâå
ñàìîñòîÿòåëüíîãî çàäàíèÿ.
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Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî

åñëè f(−t) = f(t) = f∗(t), òî f(ω) =
2√
2π

∞∫
0

f(t) cos ωtdt −

÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ;

åñëè f(−t) = −f(t) = −f∗(t), òî f(ω) =
2i√
2π

∞∫
0

f(t) sin ωtdt −

÷èñòî ìíèìàÿ íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

(8.10)

2. Ñïåêòð ñäâèíóòîãî ñèãíàëà. Ïóñòü íåêîòîðûé ïðîöåññ, îïè-
ñûâàåìûé ôóíêöèåé f(t), õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì f(ω). Êàê èç-
ìåíèòñÿ ñïåêòð, åñëè òîò æå ïðîöåññ ïîâòîðèòü ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì
ïî âðåìåíè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.2? Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f(t) + f(ω),
òî ÷åìó ðàâåí F (ω) + F (t) = f(t− T )?

t

f

f(t)

f(t-T)

T

Ðèñ. 8.2

Î ìîäóëå | F (ω) | îòâåò ìîæíî ¾íàùóïàòü¿ áåç âû÷èñëåíèé èç ñëå-
äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïðîöåññà
ïî ÷àñòîòàì, îïðåäåëÿåìîå ñîãëàñíî òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ (8.6) ìîäóëåì
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, íå äîëæíî çàâèñåòü îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷å-
òà âðåìåíè. Îòñþäà ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äëÿ ìîäóëåé ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå | F (ω) |=| f(ω) | .

Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå:

F (ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t− T )eiωtdt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t′)eiω(T+t′)dt′ = eiωT f(ω).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

f(t− T ) + eiωT f(ω), (8.11)

ïîäòâåðæäàþùèé ðàâåíñòâî | F (ω) |=| f(ω) |, ïðîêîììåíòèðóåì, èñ-
ïîëüçóÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîöåññà è îïèñûâàþùåé ýòîò ïðîöåññ ôóíê-
öèè f(t) êðàòêèé òåðìèí ¾ñèãíàë¿: ñäâèíóòîìó íà îòðåçîê T ñèãíàëó
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ñîîòâåòñòâóåò ôóðüå-îáðàç ïåðâîíà÷àëüíîãî ñèãíàëà, óìíîæåííûé íà
ôàçîâûé ìíîæèòåëü eiωT .

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.2) ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êîîðäèíàòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñäâèíóòîãî ñèãíàëà èìååò
âèä

f(x− a) + e−ikaf(k).

3. Ñïåêòð ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà. Òàê êàê ôîðìóëû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (8.1) ñîñòàâëÿþò ñèììåòðè÷íóþ ïàðó, î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ
òåîðåìà òåîðèè ñïåêòðîâ èìååò ïàðíóþ (îáðàòíóþ) òåîðåìó, ïîëó÷à-
åìóþ èç äàííîé ïðîñòîé ôîðìàëüíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé t íà ïåðå-
ìåííóþ ω è ôóíêöèè âðåìåíè � íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü. Ðàññìàòðèâàåìîå â äàííîì ïóíêòå óòâåðæäåíèå

f(ω − ω0) + e−iω0tf(t) (8.12)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê ðåçóëüòàòó (8.11) è êîíñòàòèðó-
åò, ÷òî ìîäóëèðîâàííîìó ñèãíàëó F (t) = f(t)e−iω0t ñîîòâåòñòâóåò
ñïåêòð îãèáàþùåé, ñìåùåííûé íà íåñóùóþ ÷àñòîòó ω0.

4. Ñïåêòð ñèãíàëà, N ðàç ïîâòîðåííîãî ñ îïðåäåëåííûì ïå-
ðèîäîì. Çäåñü ðå÷ü èäåò î ñïåêòðå ôóíêöèè

F (t) =
N−1∑
n=0

f(t− nT ),

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ, ¾âû-
ïàäàþùèõ¿ ÷åðåç îïðåäåëåííûé ïåðèîä, êàê ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà
ðèñ. 8.3 äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ N = 4, ïðè÷åì âûáðàí òîò ñëó÷àé,
êîãäà ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ T áîëüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòè îòäåëüíîãî ñèã-
íàëà è ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ èìååò âèä ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ.

t

F

f(t)

T T T

Ðèñ. 8.3

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé (ñïåêòð ñóììû ðàâåí ñóììå
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ñïåêòðîâ) è ñâîéñòâà (8.11) äëÿ ñïåêòðà ñäâèíóòîãî ñèãíàëà èñêîìûé
ðåçóëüòàò

F (ω) = f(ω)
N−1∑
n=0

einωT = f(ω)
eiωNT − 1
eiωT − 1

ïðèíèìàåò âèä
N−1∑
n=0

f(t− nT ) + eiω(N−1)T/2 f(ω)
(

sin NωT/2
sin ωT/2

)
. (8.13)

Ôàçîâûé ìíîæèòåëü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âûáîðîì íà÷àëà îòñ÷å-
òà âðåìåíè âñåãäà ìîæåò áûòü îáðàùåí â åäèíèöó è ïîýòîìó íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü, íàçûâàåìûé èíòåðôåðåíöè-
îííûì, îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ ôîðìó ñóììàðíîãî ñïåêòðà, êîòîðàÿ
íèæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðàõ. À ïîêà â âèäå ãðàôèêîâ ïðåä-
ñòàâèì ôóíêöèþ

YN (x) =
∣∣∣ sin Nx

sin x

∣∣∣,
ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðôåðåíöèîííîìó ìíîæèòåëþ. Ýòà ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëàâíûìè ìàêñèìóìàìè
â òî÷êàõ xm = mπ(m = 0,±1,±2, . . .), ðàâíûìè N, è ïîáî÷íûìè ìàê-
ñèìóìàìè (â êîëè÷åñòâå N − 2 ìåæäó äâóìÿ ãëàâíûìè ìàêñèìóìàìè).
Ãðàôèê íà ðèñ. 8.4 ñîîòâåòñòâóåò N = 4, à, ÷òîáû óâèäåòü õàðàêòåð
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè óâåëè÷åíèè N, íà ðèñ. 8.5 äàíî èçîáðàæåíèå
äëÿ N = 10 . Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäóþùåì (ïðè èçó÷åíèè èíòåðôåðåí-
öèè è äèôðàêöèè) èíòåðåñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñëó÷àé N À 1 (ïîðÿäêà
104 − 105).

π 2 π
x

Y

N=4
N

π/N π 2 π
x

Y

N=10
N

π/N

Ðèñ. 8.4 Ðèñ. 8.5

5. Ñïåêòð ñâåðòêè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ôóíêöèè

X(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)E(t− τ)dτ
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îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïîä èíòåãðàëîì, íàïðèìåð, E(t − τ), çàìåíèì
ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèåì, à çàòåì, ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïî-
ëó÷èì

X(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)

1√
2π

∫ ∞

−∞
E(ω)eiωτe−iωtdωdτ =

=
∫ ∞

−∞
E(ω)

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(τ)eiωτdτe−iωtdω =

∫ ∞

−∞
E(ω)f(ω)e−iωtdω.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî
∫ ∞

−∞
f(τ)E(t− τ)dτ +

√
2πf(ω)E(ω). (8.14)

8.3. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè

Èçâåñòíî, ÷òî ìåæäó äëèòåëüíîñòüþ ñèãíàëà è øèðèíîé åãî ñïåêòðà
ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ çàâèñèìîñòü, ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáîé ôîðìå
ñèãíàëà. Èìåííî ýòó çàâèñèìîñòü îáîçíà÷àþò òåðìèíîì ¾ñîîòíîøåíèå
íåîïðåäåëåííîñòè¿. Ñíà÷àëà ìû ê íåìó ïðèäåì èç èññëåäîâàíèÿ ïðè-
ìåðîâ, à çàòåì ïîêàæåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷àåìîãî ñîîòíîøåíèÿ.
Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî íàèáîëåå êîððåêòíî ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè è
ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ââîäÿòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â íà-
øåì êóðñå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì íàçâàííûõ ñîîòíîøåíèé
íà ÿçûêå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðèìåð 1. Ñïåêòð ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà ïîëÿ. Ïóñòü ïîëå
â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

E1(t) =





E0 = Const ïðè | t |< τ/2,

0 ïðè | t |> τ/2.

Ôóðüå-îáðàç ýòîé ôóíêöèè

E1(ω) =
E0√
2π

∫ τ/2

−τ/2

eiωtdt =
E0√
2π

eiωτ/2 − e−iωτ/2

iω

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé è, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì (8.10), ÷åòíîé
ôóíêöèåé ÷àñòîòû ω

E1(ω) =
E0τ√

2π
sinc(ωτ/2).
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Äëÿ çíà÷åíèé ω ≥ 0, ãäå îíà èìååò ñìûñë, ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè íà
ðèñ. 8.6.

t

E1(t)

E0

-τ/2 0 τ/2

π 2 π 3 π
ωτ/2

E1(ω)

0

Ðèñ. 8.6

Â ýòîì ïðèìåðå ïðîäîëæèòåëüíîñòü èìïóëüñà âïîëíå îïðåäåëåííà.
Øèðèíà ñïåêòðà íå ñîâñåì îäíîçíà÷íà, íî äîïóñòèìî â êà÷åñòâå ∆ω
ïðèíÿòü ïîëîñó îò ω = 0, ãäå E1(ω) ìàêñèìàëüíà, äî ïåðâîãî íóëÿ ôóíê-
öèè E1(ω), ò. å. ∆ω = 2π/τ, ò. ê. äàííûé ó÷àñòîê ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíóþ
ýíåðãîíåñóùóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åì ïðîäîëæèòåëü-
íåå èìïóëüñ, òåì óæå ñïåêòð: ìåæäó ñîáîé îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
∆ω · τ = 2π. Â ÷àñòíîñòè, ïðè τ → ∞ èìååì ∆ω → 0 è, êàê ñëåäóåò
èç ñêàçàííîãî â � 8.1. î äåëüòà-ôóíêöèè êàê ïðåäåëå äåëüòàîáðàçíîé,
E1(ω) → √

2πE0 δ(ω).
Ïðèìåð 2. Ñïåêòð íåìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû â âèäå îòðåç-

êà ñèíóñîèäû. Ïóñòü â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå ýòîé âîëíû ìåíÿåòñÿ êàê

E(t) =





E0 sin ω0t ïðè | t | ≤ τ/2,

0 ïðè | t |> τ/2.
(8.15)

Ïóñòü τ = N(2π/ω0), ò. å. îòðåçîê ñîäåðæèò N ïåðèîäîâ ñèíóñîèäû.
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êàðòèíà âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëþ (8.15) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé öóã ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí äëèíû λ = c(2π/ω0), èìåþùèé
êîíå÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü l = cτ. Ýòî ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðèìåð ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé ω0, îãèáàþùåé
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êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé âûøå ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ E1(t),
ò. å.

E(t) = E1(t) sin ω0t = (1/2i)(eiω0t − e−iω0t)E1(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ (8.12), ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü

E(ω) = (1/2i)[E1(ω + ω0)−E1(ω − ω0)] = (i/2)[E1(ω − ω0)−E1(ω + ω0)]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïåðåíîñà ôóíêöèè E1(ω) âïðàâî è âëå-
âî íà íåñóùóþ ÷àñòîòó ω0 ñ óìíîæåíèåì íà i/2 è −i/2. Òàêèì îáðà-
çîì, äàííîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè E(t) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ìíèìûé
ôóðüå-îáðàç, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (8.10),

E(ω) =
i

2
E0τ√

2π
[sinc((ω − ω0)τ/2)− sinc((ω + ω0)τ/2)],

êîòîðûé ñ ó÷åòîì τ = N 2π/ω0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

E(ω) = i
√

2πE0
N

2ω0
{sinc[(

ω

ω0
− 1)Nπ]− sinc[(

ω

ω0
+ 1)Nπ]}. (8.16)

Ãðàôèêè ýòîé ôóíêöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.7 äëÿ äâóõ íåáîëüøèõ çíà-
÷åíèé N = 10 è N = 20, ÷òîáû íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èçìåíåíèå
õàðàêòåðíîé øèðèíû ñïåêòðà

∆ω = 2ω0/N = 4π/τ

ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðèîäîâ, ò. å. ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñèãíàëà.

ω

Im E2(ω)

ω00
(N=10 )

∆ω=2ω0/N

ω

Im E2(ω)

ω00
(N=20 )

Ðèñ. 8.7

(Ïóñòü ÷èòàòåëÿ íå ñìóùàåò îäèíàêîâîñòü íà ãðàôèêàõ ìàêñèìàëüíûõ
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çíà÷åíèé E(ω)|max ïðè N = 10 è N = 20; ïðîñòî äëÿ óäîáñòâà ðàçìå-
ùåíèÿ ïðèâåäåííûå ãðàôèêè ïîñòðîåíû ñ ðàçíûìè ìàñøòàáàìè ïî îñè
îðäèíàò.)

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè, êàê ýòî
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (8.7), ñëóæèò ôóíêöèÿ | E(ω) |2 äëÿ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷àñòîò ω > 0. Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé öóã ñîäåðæèò ìíîãî ïå-
ðèîäîâ, ò. å. N À 1, òî ðàññòîÿíèå ω0 îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ãëàâ-
íûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè E(ω) âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé ýòèõ
ìàêñèìóìîâ 4π/τ. Ïîýòîìó â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò ôóíêöèÿ
E(ω) (8.16) ïðàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïåðâûì ñëàãàåìûì. Òàêèì
îáðàçîì, äëèííûé öóã ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì ýíåðãèè ïî ñïåêòðó

| E(ω) |2= E2
0τ2

8π
sinc2[(ω − ω0)τ/2]. (8.17)

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè âìåñòå ñ âèäîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíóñîèäàëü-
íîãî öóãà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.8. Ãðàôèê äàåò ïðåäñòàâëåíèå î êîíòó-
ðå ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ðàññìàòðèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ. Ìàêñèìóì ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ω = ω0. Áîëüøàÿ ÷àñòü
ýíåðãèè öóãà ïðèõîäèòñÿ íà ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, ëåæà-
ùèå â ïðåäåëàõ ýòîãî ãëàâíîãî ìàêñèìóìà, ò. å. ìåæäó ÷àñòîòàìè, îò-
ñòîÿùèìè îò ω0 íà 2π/τ.

t

E(t)

τ

T=2π/ω0

ω-ω0

|E(ω)|2

-2π/τ 2π/τ

Ðèñ. 8.8

Êîãäà øèðèíà ñïåêòðà ∆ω ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé ω0, èçëó-
÷åíèå íàçûâàþò êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì. Òàêèì îáðàçîì, äëèííûé
öóã ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíîé è
òîëüêî ïðè N → ∞ (ò. å. τ → ∞) ïðåâðàùàåòñÿ â ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ
âîëíó; ïðè ýòîì ñïëîøíîé ñïåêòð ïåðåõîäèò â ëèíåé÷àòûé

E(ω) → (i/2)
√

2πE0[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)],
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ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè E0 sin ω0t.

Ïðèìåð 3. Ñïåêòð ïîëÿ ðàäèàöèîííî çàòóõàþùåãî îñöèëëÿ-
òîðà. Êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå èçëó÷åíèÿ âîçáóæäåííîãî àòîìà, îñíîâàí-
íîå íà ìîäåëè çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà, ïðèâîäèò (ñì. � 13.5.) ê ïîëþ
èçëó÷åíèÿ

E(t) =





E0e
−γt cosω0t ïðè t > 0,

0 ïðè t < 0,

ãäå ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì γ = e2ω2
0/(3mc3),

ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî íèæå, γ ¿ ω0. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

E(ω) =
E0

2
√

2π

∞∫

0

e−γt(e−iω0t + eiω0t)eiωtdt =

=
E0

2
√

2π

[
1

γ − i(ω − ω0)
+

1
γ − i(ω + ω0)

]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ òèïà f(ω − ω0) + f(ω + ω0),
ìîäóëè êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû ñîîòâåòñòâåííî âáëèçè çíà÷åíèé ω =
= ω0 è ω = −ω0. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð | E(ω) |2, èìåþùèé ñìûñë íà
ïîëîæèòåëüíîé îñè ω, ïðè γ ¿ ω0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðâûì
ñëàãàåìûì è èìååò âèä

| E(ω) |2= E2
0

8π

1
γ2 + (ω − ω0)2

=
E2

0τ2

8π

1
1 + (ω − ω0)2τ2

. (8.18)

(Çäåñü τ = 1/γ îïðåäåëÿåò âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòî-
ìà.) Îïèñûâàåìàÿ ýòèì âûðàæåíèåì ôîðìà ñïåêòðàëüíîé ëèíèè èçëó-
÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâñêèì êîíòóðîì è ñõåìàòè÷åñêè ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 8.9(b) ðÿäîì ñ èçîáðàæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè E(t)
(ðèñ. 8.9(a)). Ëèíèÿ èçëó÷åíèÿ èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì ïðè ω = ω0,
ò. å. íà ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ. Óøèðå-
íèå ñïåêòðà èçëó÷àåìûõ ÷àñòîò îáóñëîâëåíî ðàäèàöèîííûì çàòóõàíèåì
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, êàê âèä-
íî èç âûðàæåíèÿ (8.18), óìåíüøàåòñÿ âäâîå äëÿ ÷àñòîò, îòëè÷àþùèõñÿ
îò ω0 íà γ = 1/τ. Îòñþäà äëÿ øèðèíû ëèíèè íà ïîëîâèíå âûñîòû (òàê
íàçûâàåìàÿ ïîëóøèðèíà ëèíèè) ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå

∆ω = 2γ = 2/τ,
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ïîäòâåðæäàþùåå îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
êîëåáàíèé è øèðèíîé ñïåêòðà èçëó÷àåìûõ ÷àñòîò1.

t

(a)

E(t)

0

E0e-γt

E0

ω-ω0

(b)

|E(ω)|2

0

(1/2)max ∆ω=2γ

max

Ðèñ. 8.9

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð ïîçâîëÿåò îöåíèòü îáóñëîâëåííóþ ðàäèà-
öèîííûì çàòóõàíèåì åñòåñòâåííóþ øèðèíó ñïåêòðàëüíîé ëèíèè èçëó-
÷åíèÿ ñâîáîäíûõ àòîìîâ. Äëÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà íà ÷àñòîòå ω0 =
4 · 1015c−1, ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíå âîëíû λ = 0,5 · 10−4ñì, èìååì τ =
3mc3/(e2ω2

0) ≈ 2 · 10−8ñ (ñì. ðåçóëüòàò (13.34)). Ñëåäîâàòåëüíî, åñòå-
ñòâåííàÿ øèðèíà ëèíèè ∆ω èìååò ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå 108c−1, à
îòíîøåíèå ∆ω/ω0 õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîðÿäêîì âåëè÷èíû 10−7.

Òàê êàê ∆ω = 2γ ¿ ω0, ðàññìàòðèâàåìîå èçëó÷åíèå âîçáóæäåííîãî
àòîìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñî-
áîé öóã ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí ñ ìåäëåííî ñïàäàþùåé àìïëèòóäîé. Îò-
ìåòèì äëÿ ïîñëåäóþùåãî, ÷òî õàîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäîá-
íûõ öóãîâ âîëí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
èçëó÷åíèÿ, ïðèãîäíóþ äëÿ îáúÿñíåíèÿ õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ÿâ-
ëåíèÿ èíòåðôåðåíöèè ñâåòà. ×òî ïðè ýòîì âàæíî, îêàçûâàåòñÿ, äëÿ õà-
îòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öóãîâ âîëí, ñóùåñòâóþùåé ñêîëü óãîäíî
äëèòåëüíîå âðåìÿ, øèðèíà ñïåêòðà ñîâïàäàåò ñ øèðèíîé ñïåêòðà îò-
äåëüíîãî öóãà. Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â êîíöå � 11.4..

Ïðèìåð 4.Ñïåêòð ïîëÿ ãàóññîâîé êîíôèãóðàöèè E(x) = E0e
−αx2

Ôóðüå-îáðàç äàííîé ôóíêöèè, êàê ôóíêöèè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
1Ïðè ñðàâíåíèè ýòîé ôîðìóëû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì äëÿ ñèíóñîèäàëü-

íîãî öóãà âîëí ñëåäóåò íå çàáûâàòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåãî â êà÷åñòâå ∆ω âìåñòî ïîëó-
øèðèíû ôèãóðèðîâàëà øèðèíà ãëàâíîãî ìàêñèìóìà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà.
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ðåìåííîé x, îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

E(k) =
E0√
2π

∫ ∞

−∞
e−αx2

e−ikxdx,

ñëåäóþùèì èç ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.2). Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ïîêà-
çàòåëü ýêñïîíåíòû ñ âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà ïðåäñòàâèì â âèäå

−(αx2 + ikx) = −α(x + ik/2α)2 − k2/4α

è ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë âûðàçèì ÷åðåç èíòåãðàë
∫

C

e−α z2
dz

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ïî êîíòóðó C, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 8.10, ò. å.
∫ ∞

−∞
e−(αx2+ikx)dx = e−k2/4α

∫

C

e−α z2
dz.

x

y

C

0

-
2 α
k

Ðèñ. 8.10

Ôóíêöèÿ e−α z2
, àíàëèòè÷åñêàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z, â ïðåäåëàõ

ïîëîñû 0 ≤ y ≤ k/2α ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò ïðè | x |→ ∞, è ïîýòîìó
íà îñíîâå òåîðåìû Êîøè èíòåãðàë ïî êîíòóðó C ðàâåí èíòåãðàëó ïî
âåùåñòâåííîé îñè (èíòåãðàë Ïóàññîíà), ðàâíîìó

√
π/α. Ñëåäîâàòåëüíî,

E(k) =
E0√
2π

√
π

α
e−k2/4α.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ãàóññîâîé êðèâîé E(x) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
E(k) èìååò òîò æå õàðàêòåð (ðèñ. 8.11). Ïðè÷åì, åñëè ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ ïðîòÿæåííîñòü ñèãíàëà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçìåðîì ∆x = 1/

√
α, òî
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øèðèíà ñïåêòðà ∆k =

√
4α = 2/∆x. Òî åñòü

åñëè E(x) = E0e
−
� x

∆x

�2

, òî E(k) =
E0∆x√

2
e
−
0@k∆x

2

1A2

.

x

E(x)

∆x0
k

E(k)

∆k=2/∆x0

Ðèñ. 8.11

Âèäèì, ÷òî ïðîòÿæåííîñòü ñèãíàëà è øèðèíà ñïåêòðà â ýòîì ñëó÷àå
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∆x∆k = 2.

Îïÿòü-òàêè, ÷åì áîëüøå ïðîòÿæåííîñòü ñèãíàëà, òåì óæå åãî ñïåêòð, è
íàîáîðîò.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äëèòåëüíî-
ñòè ñèãíàëà ∆t íà øèðèíó ñïåêòðà ∆ω (èëè ïðîòÿæåííîñòè ñèãíàëà ∆x
íà øèðèíó ñïåêòðà ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò ∆k) â êàæäîì êîíêðåò-
íîì ñëó÷àå åñòü êîíñòàíòà ïîðÿäêà π, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîé çàâèñèò
îò ôîðìû ñèãíàëà è ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ∆t è ∆ω. Ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ

∆ω∆t ∼ π, ∆k∆x ∼ π (8.19)

è íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè íåîïðåäåëåííîñòåé. Ôàêòè÷åñêè ïåðâîå
èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé áûëî èñïîëüçîâàíî âûøå äëÿ îïðåäåëåíèÿ åñòå-
ñòâåííîé øèðèíû ñïåêòðàëüíîé ëèíèè èçëó÷åíèÿ ñâîáîäíûõ àòîìîâ.
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8.4. Î ôèçè÷åñêîì ñîäåðæàíèè ñîîòíîøåíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòè

1. Äî ñèõ ïîð î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ìû ãîâîðèëè êàê î ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå øèðèíó
ñïåêòðà è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïðîöåññà, ìû êà÷åñòâåííî óñòàíîâèëè èç
ðàññìîòðåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïûòîâ. Íî íàì âàæíî ôè-
çè÷åñêè ïîíÿòü åñòåñòâåííîñòü è íåèçáåæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäîá-
íîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ∆t è ∆ω. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì î ñóùåñòâîâàíèè
ôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ ôóðüå-àíàëèçà è îáðàòèìñÿ ê ïðîñòåéøåìó îñöèë-
ëÿòîðó áåç çàòóõàíèÿ ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

ẍ + ω2x =
1
m

f(t)

êàê ê ïðèáîðó, ñïîñîáíîìó îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè ôóíêöèè f(t) (ñèëû, äåéñòâóþùåé íà îñöèëëÿòîð) íà ÷àñòîòå, ðàâ-
íîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îñöèëëÿòîðà. Â ïîñëåäíåì ïóíêòå äàííîãî ïà-
ðàãðàôà ìû ñïåöèàëüíî îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé ýòîãî
îñöèëëÿòîðà è óâèäèì, ÷òî åñëè äî íà÷àëà äåéñòâèÿ èìïóëüñíîé ñèëû
îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà
âçàèìîäåéñòâèÿ ýíåðãèÿ, ïðèîáðåòåííàÿ îñöèëëÿòîðîì, ïðîïîðöèîíàëü-
íà êâàäðàòó ìîäóëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè f(t) íà ÷àñòîòå
ω, ò. å. | f(ω) |2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòü ñóùíîñòü ïåðâîãî èç ñîîòíîøå-
íèé íåîïðåäåëåííîñòè (8.19) îçíà÷àåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: îñöèëëÿòî-
ðû ñ êàêèìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ðåçóëüòàòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò
ñ äàííîé èìïóëüñíîé ñèëîé f(t) ïðîäîëæèòåëüíîñòè ∆t, à äëÿ êàêèõ
ïðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ ýòî âçàèìîäåéñòâèå íå ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ
çàìåòíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ èìïóëüñíóþ ñèëó âîçü-
ìåì â âèäå ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ

f(t) = F (t) cos ω0t (8.20)

ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé ω0 è ñ àìïëèòóäîé F (t), ìåäëåííî (ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðèîäîì 2π/ω0) ìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì, êàê ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî
íà ðèñ. 8.12. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññóæäåíèé ïðèìåì, ÷òî F (t) îòëè÷íà
îò íóëÿ òîëüêî íà èíòåðâàëå 0 < t < ∆t. Ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ äàí-
íîé èìïóëüñíîé ñèëû íà ïðîáíûé îñöèëëÿòîð ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé
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ω ÿâëÿåòñÿ (ñì. ï.2) ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå

x(t) = x̂0e
−iωt, x̂0 ∼

∫ ∆t

0

F (t)ei(ω−ω0)tdt. (8.21)

t

f F(t)

t0=∆t0

Ðèñ. 8.12

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0
2 âçàèìîäåé-

ñòâèå íîñèò ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð è àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàêñèìàëü-
íà, ò. å. ïðè ∆ω = ω − ω0 = 0 x̂0 ∼

∫ ∆t

0
F (t)dt. Òåïåðü ðàññìîòðèì

îñöèëëÿòîð ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé, ñëàáî îòëè÷àþùåéñÿ îò ω0 â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñóììàðíûé íàáåã ôàçû ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ ïîä
èíòåãðàëîì (8.21), ðàâíûé | ω − ω0 | ∆t, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ, ò. å.
| ∆ω | ∆t ¿ 1. Ïðè ýòîì âëèÿíèå ýêñïîíåíòû exp[i(ω−ω0)t] íà èíòåãðàë
(8.21) åùå íåçíà÷èòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îñöèëëÿòîð ïðèìåðíî
òàê æå ðåàãèðóåò íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñèëó, êàê è ðåçîíàíñíûé. ßñíî,
÷òî òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòðîéêà ÷àñòîòû äëÿ ðåçîíàòîðà äîñòèãàåò
âåëè÷èíû | ∆ω |= 2π/∆t, ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, ñîâåðøèâ çà
âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëíûé îáîðîò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñóùå-
ñòâåííî îñëàáèò âåëè÷èíó èíòåãðàëà, à ïðè ∆ω∆t À π âîâñå ñâåäåò åãî
ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü òàê: îñöèëëÿòîðû, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â ïðå-
äåëàõ

| ω − ω0 |≤ π/∆t, (8.22)

ðåàãèðóþò íà èìïóëüñíóþ ñèëó (8.20) ïðîäîëæèòåëüíîñòè ∆t, à ïðè ÷à-
ñòîòàõ, âûõîäÿùèõ çà ýòè ïðåäåëû, ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî

2Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ñîçíàòåëüíî äîïóñêàåòñÿ íåòî÷íîñòü, èãíîðèðóÿ, ÷òî ðåçî-
íàíñíîé ÿâëÿåòñÿ íå ÷àñòîòà ω0, à ω0+δω, ãäå δω � ÷àñòîòà, ïðè êîòîðîé | F (ω = δω) |
� ìàêñèìàëüíà. Ýòà íåòî÷íîñòü íå ñêàçûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòå îöåíêè âåëè÷èíû
∆ω =| ω − ω∗ | .
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ïðåíåáðå÷ü. Èíûìè ñëîâàìè, èìïóëüñíàÿ ñèëà (8.20) â ñâîåì ñîñòàâå ñî-
äåðæèò ÷àñòîòû, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ (8.22), ò. å. äëÿ øèðèíû ñïåê-
òðà è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïðîöåññà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäå-
ëåííîñòè (8.19).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âûáîð èìïóëüñíîé ñèëû â âèäå (8.20) ñ
íåñóùåé ÷àñòîòîé ω0 íåîáÿçàòåëåí. Ïðè ω0 = 0, ò. å. êîãäà èìïóëüñíàÿ
ñèëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè f = F (t) (ðèñ. 8.12), âñå ðàññó-
æäåíèÿ äëÿ ∆ω ïðàêòè÷åñêè îñòàþòñÿ â ñèëå, èìåÿ â âèäó, ÷òî òåïåðü
∆ω = ω.

2. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà, âîçáóæäàåìûå ñèëîé, äåé-
ñòâóþùåé â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè 0 < t < t0. Ïðèìåì,
÷òî äî íà÷àëà äåéñòâèÿ ñèëû îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.
Ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ áåç ó÷åòà ñèë òðåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì
äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ẍ + ω2x =
1
m

f(t), x(0) = ẋ(0) = 0, (8.23)

ãäå ω � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà.
Ïðåäñòàâèâ ñèëó â âèäå f(t) =

∫∞
−∞ f(τ)δ(t − τ)dτ, ðåøåíèå çàäà÷è

(8.23) âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå

x(t) =
1
m

∫ ∞

−∞
f(τ)G(t, τ)dτ,

ïðè÷åì, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,

G(t, τ) =





0 ïðè t < τ,

(1/2ω)[ie−iω(t−τ) − ieiω(t−τ)] ïðè t > τ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t > τ ýòà ôóíêöèÿ îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëå-
áàíèå ñ ÷àñòîòîé ω, íà÷àâøååñÿ â ìîìåíò t = τ, èìåÿ ñêîðîñòü, ðàâíóþ
åäèíèöå, ïðèîáðåòåííóþ ïîä äåéñòâèåì ñèëû â âèäå ¾òîë÷êà¿ δ(t− τ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (8.23) èìååò âèä

x(t) =
i

2mω

{
e−iωt

∫ t

−∞
f(τ)eiωτdτ − eiωt

∫ t

−∞
f(τ)e−iωτdτ

}
,

êîòîðûé äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû çàìåíîé
âåðõíèõ ïðåäåëîâ â èíòåãðàëàõ íà ∞ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóðüå-
îáðàç èìïóëüñíîé ñèëû f(t) :

x(t > t0) =
√

2π

2mω
{ie−iωtf(ω)− ieiωtf(−ω)}.
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Òàê êàê äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(t) ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî (8.8),
ñêîáêà â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâíà óäâîåííîé ðåàëüíîé ÷àñòè ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî è èñêîìîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t > t0) = i

√
2π

mω
f(ω)e−iωt.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èìïóëüñíîé ñèëîé ïðîáíûé îñ-
öèëëÿòîð ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé, ïðè÷åì êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëüíà
çíà÷åíèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèëû íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îñöèë-
ëÿòîðà. Ïðè ýòîì ïðèîáðåòåííàÿ îñöèëëÿòîðîì ýíåðãèÿ

∆E =
π

m
| f(ω) |2

îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, íàáîð îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóðüå-àíàëèçàòîð äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî
ôóíêöèåé f(t).

8.5. Ñïåêòð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

1. Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ íåòðèâèàëüíîãî âîïðîñà � êàê ââåñòè
ïîíÿòèå ñïåêòðà äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðèìåì,
÷òî åñëè ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåíóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì x̄ 6= 0,
òî â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå ïóëüñàöèîí-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ

ξ(t) = x(t)− x̄, äëÿ êîòîðîé ξ̄ = 0,

ïðè÷åì ôóíêöèþ ξ(t) áóäåì ñ÷èòàòü âåùåñòâåííîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âû÷èñëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà ξ(t) ïî îáû÷íîé ôîðìóëå

ξ(ω) =
1√
2π

∞∫

−∞
ξ(t)eiωtdt,

òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ξ(ω), êàê ôóðüå-îáðàç îäíîé èç âîçìîæíûõ ðå-
àëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, áóäåò ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû ω è
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èñêîìûì ñïåêòðîì ïîñëóæèòü íå ñìîæåò. Â óñëîâèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî
íàáëþäåíèÿ çà ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ξ(t) ìû â êà÷åñòâå íåêîåãî ïðèáëè-
æåíèÿ ê ξ(ω) ìîæåì ïîëó÷èòü ëèøü òåêóùèé ñïåêòð äàííîé ðåàëèçàöèè
çà âðåìÿ −T/2 < t < T/2, ò. å. ñïåêòð îòðåçêà ðåàëèçàöèè

ξT (t) =
{

ξ(t) ïðè |t| ≤ T/2,
0 ïðè |t| > T/2.

Ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ ξT (ω) 
=. ξT (t), ðàâíàÿ

ξT (ω) =
1√
2π

T/2∫

−T/2

ξT (t)eiωtdt =
1√
2π

∞∫

−∞
ξT (t)eiωtdt,

òîæå åñòü ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ îò ω.
2. À òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïðèäòè ê íåêîòî-

ðîé íåñëó÷àéíîé ôóíêöèè ÷àñòîòû, êîòîðàÿ è áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü
ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Äëÿ ýòî-
ãî îáðàòèìñÿ ê òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ äëÿ îòðåçêà ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ξT (t) :

T/2∫

−T/2

| ξT (t) |2 dt =

∞∫

−∞
| ξT (ω) |2 dω. (8.24)

Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñðåäíåå ñòàòè-
ñòè÷åñêîå (â äàííîì ïàðàãðàôå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðòîé íàä ñèìâîëîì) ðàâ-
íî ðåçóëüòàòó âðåìåííîãî óñðåäíåíèÿ îäíîé ðåàëèçàöèè; â ÷àñòíîñòè,
äëÿ óñðåäíåííîé âåëè÷èíû êâàäðàòà ìîäóëÿ

Ī =
________
| ξ(t) |2, (8.25)

íå çàâèñÿùåé îò t, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Ī = lim
T→∞

1
T

T/2∫

−T/2

| ξ(t) |2 dt. (8.26)

Ñäåëàåì íåáîëüøóþ ¾òåðìèíîëîãè÷åñêóþ îñòàíîâêó¿. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
âåëè÷èíû

________
| ξ(t) |2 â ëèòåðàòóðå óïîòðåáëÿåòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ íàçâà-

íèé, íàïðèìåð, óñðåäíåííàÿ ìîùíîñòü ïðîöåññà ξ(t). Âñå îíè òàê èëè
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èíà÷å ïðèâÿçàíû ê ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå, îïèñûâàåìîé ñèìâîëè÷åñêîé
ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ξ(t). Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîä ñêàëÿðíîé ñëó÷àé-
íîé ôóíêöèåé ξ(t) ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îïðåäåëåííóþ êîìïîíåíòó
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â åãî ¾åñòå-
ñòâåííîì¿ âåùåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìóþ âåëè-
÷èíó ìîæíî íàçâàòü óñðåäíåííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.
Íî ìû íàçîâåì åå êîðî÷å óñðåäíåííîé èíòåíñèâíîñòüþ, èìåÿ â âèäó, ÷òî
ïðè èçó÷åíèè èíòåðôåðåíöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñðåäíåå çíà÷åíèå
êâàäðàòà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü òà-
êèì òåðìèíîì.

Ïîéäåì äàëüøå. Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (8.24) íà T è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó
ïðè T →∞, ïîëó÷èì

lim
1
T

T/2∫

−T/2

| ξ(t) |2 dt =

∞∫

−∞
lim

1
T
| ξT (ω) |2 dω,

à îáúåäèíèâ äàííûé ðåçóëüòàò ñ ïðåäñòàâëåíèåì (8.26), ôàêòè÷åñêè
ïðèäåì ê ñïåêòðó èíòåíñèâíîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ξ(t):

Ī =

∞∫

−∞
lim

1
T
| ξT (ω) |2 dω =

∞∫

−∞
I(ω)dω. (8.27)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èíòåíñèâíîñòè I(ω) ñâÿçàíà ñî
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ξT (ω) îòðåçêà ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
ñîîòíîøåíèåì

I(ω) =

∞∫

−∞
lim

1
T
| ξT (ω) |2 dω. (8.28)

Èòàê, ξT (ω) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ω, à I(ω), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøå-
íèåì (8.28) è èìåþùàÿ îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, óæå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ω. Èìåííî îíà õàðàêòåðèçóåò ñîáîé ñïåêòðàëü-
íûé ñîñòàâ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t).

Òàê êàê ξ(t) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïî óñëîâèþ, òî èç ñâîéñòâà
(8.9) è îïðåäåëåíèÿ (8.28) ñëåäóåò, ÷òî I(ω) � ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà ðàâåíñòâî (8.27) äëÿ óñðåäíåííîé èíòåíñèâíîñòè ïðå-
îáðàçóåòñÿ â èíòåãðàë îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïî ïîëîæèòåëüíûì
÷àñòîòàì

Ī = 2

∞∫

0

I(ω)dω. (8.29)
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3. Íàïðÿìóþ ïî ôîðìóëå (8.28) ôóíêöèþ I(ω) óäàåòñÿ îïðåäåëèòü

òîëüêî â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ3. Ïîýòîìó äëÿ íåå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íåçà-
âèñèìûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ îáðàòèìñÿ ê òàê íàçûâàåìîé
ôóíêöèè êîððåëÿöèè Γ(τ), êîòîðàÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ξ(t) (âåùåñòâåííîãî) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Γ(τ) =
_____________
ξ(t)ξ(t + τ) = lim

T→∞
1
T

T/2∫

−T/2

ξ(t)ξ(t + τ)dt

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ ñâîåãî àðãóìåíòà, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

Γ(−τ) = Γ(τ) = Γ∗(τ), Γ(∞) = 0. (8.30)
Âèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü Ī (8.25) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ÷àñòíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè êîððåëÿöèè

Ī = Γ(0).

Èñõîäÿ èç ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Γ(τ) îòñþäà ïîëó÷àåì

Ī =
1√
2π

∞∫

−∞
Γ(ω)e−iωtdω

∣∣
τ=0

=
1√
2π

∞∫

−∞
Γ(ω)dω,

÷òî ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíêöèè Γ(ω) :

Γ(−ω) = Γ(ω) = Γ∗(ω)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ī =
2√
2π

∞∫

0

Γ(ω)dω.

Èç ñðàâíåíèÿ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì (8.29), ñïðàâåäëèâûõ
äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t), ïðèõîäèì ê çàêëþ-
÷åíèþ, ÷òî

ôóðüå-îáðàç Γ(ω) ôóíêöèè êîððåëÿöèè (÷àñòî íàçûâàåìûé ñòàòè�
ñòè÷åñêèì ñïåêòðîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà) è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò�

3Ñì., íàïðèìåð, âû÷èñëåíèÿ â êîíöå � 11.4.
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íîñòü èíòåíñèâíîñòè I(ω) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïîñòî�
ÿííûì ìíîæèòåëåì:

Γ(ω) =
√

2πI(ω). (8.31)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèåòåîðåìû Âèíåðà-Õèí÷èíà
� îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøå-
íèå (8.28), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî äîïîëíèòü è ïðåäñòàâèòü â âèäå
öåïî÷êè

Γ(ω) =
√

2πI(ω) =
√

2π lim
T→∞

1
T
| ξT (ω) |2, (8.32)

÷òîáû ïîä÷åðêíóòü: ñòàòèñòè÷åñêèé ñïåêòð Γ(ω) îïðåäåëÿåò êàê ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü èíòåíñèâíîñòè, òàê è ïðåäåëüíóþ õàðàêòåðèñòè-
êó ñïåêòðà îòðåçêà ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
ξT (ω).

Òàêèì îáðàçîì, íà âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â íà÷àëå ïàðàãðà-
ôà, îòâåò ïîëó÷åí: ñòàòèñòè÷åñêèì ñïåêòðîì ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Γ(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôóíêöèè
êîððåëÿöèè Γ(t) ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ(t). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê
ñêàçàííîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðèìåð èç � 11.8.

8.6. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé ÷å-
òûðåõ ïåðåìåííûõ. ÓðàâíåíèÿÌàêñâåë-
ëà â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè

1. Äî ñèõ ïîð, ãîâîðÿ î ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèè, ìû ïîäðàçóìåâàëè
ëèáî ôóíêöèè âðåìåíè, ëèáî ôóíêöèè îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êî-
îðäèíàòû x. À ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ, ê êîòîðûì ìû õîòèì öåëåíà-
ïðàâëåííî ïðèìåíèòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò
òðåõ êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà îñóùåñòâèòü ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî âñåì ïå-
ðåìåííûì è ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f(r, t) â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Ãîâîðÿò ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèè f(r, t) ñîîò-
âåòñòâóåò ôóðüå-îáðàç, çàäàâàåìûé â ïðîñòðàíñòâå k, ω :

f(r, t) + f(k, ω), ëèáî f(r, t) + fk,ω.
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2. Âíà÷àëå, äëÿ íàãëÿäíîñòè, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ òîëüêî äâóõ ïå-

ðåìåííûõ � z è t. Îñóùåñòâèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî îä-
íîé è äðóãîé ïåðåìåííîé, ëåãêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèäòè ê ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì:

f(z, t) =
1
2π

∞∫

−∞

∫
f(k, ω) ei(kz−ωt) dkdω, (8.33)

f(k, ω) =
1
2π

∞∫

−∞

∫
f(z, t) e−i(kz−ωt) dzdt. (8.34)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ôóíêöèåé f(z, t), ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêèõ ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèõ âîëí, áåãóùèõ âäîëü íàïðàâëåíèÿ z. Êàæäàÿ èç ýòèõ âîëí
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòîé ω, âîëíîâûì ÷èñëîì k, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ
ôàçîâîé ñêîðîñòüþ vφ = ω/k è èìååò àìïëèòóäó f(k, ω), îïðåäåëÿåìóþ
ñîîòíîøåíèåì (8.34), îòëè÷íóþ îò íóëÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïëîñêîñòè
k, ω. Òàê êàê â èíòåãðàëå (8.33) ω è k � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî ∞, ïîíÿòíî, ÷òî ñðåäè
âîëí, ñîñòàâëÿþùèõ ôóíêöèþ f(z, t), ôàçîâûå ñêîðîñòè â îáùåì ñëó÷àå
òàêæå ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò −∞ äî ∞.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü íå óìîçðèòåëüíî âûïèñàííûå ôóíêöèè f(z, t),
à ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå êàêîé-ëèáî ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí, âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ k, ω è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ôàçîâûå ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîëí
f(k, ω)exp[i(kz − ωt)]. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ôóíêöèþ

f(z, t) = f(ξ), ξ = z − ut, (8.35)

ðàññìàòðèâàâøóþñÿ â � 7.2. êàê ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (7.9) è
îïèñûâàþùóþ âîëíó, áåãóùóþ áåç èçìåíåíèÿ ïðîôèëÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ u. Ôóðüå-îáðàç ýòîé ôóíêöèè

f(k, ω) =
1√
2π

∞∫

−∞

1√
2π

∞∫

−∞
f(ξ)e−ikξ dξ e−ikuteiωt dt.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé f(k) + f(ξ), à ïîâòîðíîå
èíòåãðèðîâàíèå ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé (8.3) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

f(k, ω) =
√

2πf(k)δ(ω − ku), (8.36)
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(k, ω) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (8.35)
îòëè÷íà îò íóëÿ íå â äâóìåðíîé îáëàñòè ïëîñêîñòè k, ω, à òîëüêî íà
ëèíèè

ω = ku, u = const. (8.37)
Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (8.33), (8.36),

f(z, t) =
1√
2π

∞∫

−∞
f(k)eikz

∞∫

−∞
δ(ω−ku)e−iωt dωdk =

1√
2π

∞∫

−∞
f(k)eik(z−ut) dk.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ f(z, t), çàäàííóþ ôîðìóëîé (8.35), ìû ïðåä-
ñòàâèëè â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Çàìå-
òèëè ïðè ýòîì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå äàííûé íåðàñïëûâàþùèéñÿ âîëíîâîé
ïàêåò âîëíû ïîä÷èíÿþòñÿ ÷àñòíîìó âèäó (8.37) ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ω(k), è âñå îíè èìåþò îäíó è òó æå ôàçîâóþ ñêîðîñòü u.

3. Òåïåðü âåðíåìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ ôóíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé,
ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ïî ïàðàì
ïåðåìåííûõ (t, ω), (x, kx), . . . èìåþò âèä

f(r, t) =
1

(
√

2π)4

∫ ∞∫

−∞

∫∫
fk,ω ei(kr−ωt) dkdω,

fk,ω =
1

(
√

2π)4

∫ ∞∫

−∞

∫∫
f(r, t)e−i(kr−ωt)drdt.

(8.38)

Çäåñü k = kxex + kyey + kzez, ω � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå; èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî âñåì ÷åòûðåì ïåðåìåííûì ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ â ïðåäåëàõ
(−∞,∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàçàííîå âûøå î âîçìîæíûõ ïðåäåëàõ èçìå-
íåíèÿ âåëè÷èíû ôàçîâîé ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîëí îñòàåòñÿ è çäåñü
ñïðàâåäëèâûì.

4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåõîäà â ïðîñòðàíñòâî (k, ω)
â çàäà÷àõ ýëåêòðîäèíàìèêè îáóñëîâëåíà äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ,
ïðè íàëè÷èè ìàòåðèàëüíûõ ñðåä ýòî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ïîñêîëüêó òàê íàçû-
âàåìûå ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ò. å. ëîêàëüíûå ñâÿçè ìåæäó ïîëÿ-
ìè B(H),D(E), ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïîëåé. Âî-âòîðûõ, ïåðåõîä ê ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ ïîëåé óïðî-
ùàåò óðàâíåíèÿ, òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå
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íà èñêîìûå ôóíêöèè, ïðè ýòîì ïåðåõîäå çàìåíÿþòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå
ìíîæèòåëè è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ âîçüìåì ôóðüå-ïðåäñòà -

âëåíèå íåêîòîðîé, ïóñòü, äëÿ îáùíîñòè, âåêòîðíîé ôóíêöèè E(r, t)

E(r, t) =
1

(
√

2π)4

∫ ∞∫

−∞

∫∫
Ek,ωei(kr−ωt)dkdω (8.39)

è ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà íà ôóíêöèþ E(r, t) ïîñëå ïåðåõîäà â ïðîñòðàíñòâî k, ω ñâîäèòñÿ ê
óìíîæåíèþ Ek,ω íà íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Èìååì:

(∂E/∂t)k,ω = −iωEk,ω ,

(divE)k,ω = (ik ·Ek,ω),

(rotE)k,ω = [ik×Ek,ω].

Äîáàâèì ñþäà ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ϕ(r, t) :

(gradϕ)k,ω = ikϕk,ω,

(∆ϕ)k,ω = −k2 ϕk,ω.

Äîêàæåì îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, íàïðèìåð, äëÿ rotE, ïîäåéñòâîâàâ
îïåðàòîðîì rot íà ðàâåíñòâî (8.39):

rotE =
1

(
√

2π)4

∫∫∫∫
rot[Ek,ωei(kr−ωt)] dkdω =

=
1

(
√

2π)4

∫∫∫∫
[ik×Ek,ω]ei(kr−ωt) dkdω.

Âèäíî, ÷òî êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ïðè ýêñïîíåíòå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå
çàíèìàåò ìåñòî, ïîëàãàþùååñÿ äëÿ (rotE)k,ω. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî. Îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

5. Ôàêòè÷åñêè ïåðâûì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìû óæå ïîëüçîâàëèñü
ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, êîãäà óðàâíåíèå
rotE = −(1/c)∂B/∂t çàïèñûâàëè â âèäå rotE = (iω/c)B. Òåïåðü ìîæåì
âñþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïåðåïèñàòü â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ
ñîîòíîøåíèé äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò ïîëåé, âñïîìíèâ, ÷òî åñëè ôóíêöèè
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ðàâíû, òî ðàâíû è èõ ôóðüå-êîìïîíåíòû. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íîâûå óðàâ-
íåíèÿ ïðèâåäåì ðÿäîì ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè:

rotE = −1
c

∂B
∂t

→ [ik×Ek,ω] =
iω

c
Bk,ω, (1)

divB = 0 → (ik ·Bk,ω) = 0, (2)

rotH =
4π

c
j +

1
c

∂D
∂t

→ [ik×Hk,ω] =
4π

c
jk,ω − iω

c
Dk,ω, (3)

divD = 4πρ → (ik ·Dk,ω) = 4πρk,ω, (4)

B = B(H) → Bk,ω = µ(ω)Hk,ω, (5)

D = D(E) → Dk,ω = ε(ω)Ek,ω. (6)
(8.40)

Î ïîñëåäíèõ, ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, ò. å. î ñâÿçè B(H), D(E) çäåñü
ñëåäóåò ñêàçàòü äîïîëíèòåëüíî. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïî-
ëåé ìû ïðèíèìàëè ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó D è E, à òàêæå B è H (ïî-
ñëåäíþþ íå âñåãäà; äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ñïðàâåäëèâà
òîëüêî â ñëàáûõ ïîëÿõ). Â ñëó÷àå áûñòðîïåðåìåííûõ ïîëåé äåëî îáñòî-
èò ñëîæíåå. Îêàçûâàåòñÿ (â ïëàçìå, íàïðèìåð), ÷òî íà âåêòîð ïîëÿðè-
çàöèè P(r, t) â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âëèÿíèå îêàçûâàåò
ïîëå E(r + ξ, t − τ) âñåãî áëèæàéøåãî îêðóæåíèÿ òî÷êè r âî âñå ïðå-
äûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Â äðóãèõ ñðåäàõ èëè â äðóãèõ óñëîâèÿõ
âëèÿíèåì îêðóæåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ó÷èòû-
âàòü òîëüêî ïðåäûñòîðèþ ïîëÿ E(r, t− τ) â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü è ó÷èòûâàòü òîëüêî ÷àñòîòíóþ äèñïåðñèþ. Òàêîå ïðåäïîëî-
æåíèå ïðèíèìàåòñÿ â äàííîé êíèãå. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïðèíèìàåòñÿ,
÷òî ïîëå D(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì E(t − τ) â òîé æå òî÷êå âî âñå ïðå-
äûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè ýòîì ëèíåéíóþ ñâÿçü ïîäîáíîãî ðîäà
â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

D(t) = E(t) +

∞∫

0

f(τ)E(t− τ) dτ,

ãäå ôóíêöèÿ f(τ), çàäàííàÿ ïðè τ ≥ 0, îïðåäåëÿåò ñòåïåíü âëèÿíèÿ
óäàëåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè; î÷åâèäíî ïðè ýòîì, ÷òî f(∞) = 0. Åñëè
òåïåðü äîîïðåäåëèòü f(t) äëÿ îòðèöàòåëüíûõ τ, ïðèíÿâ f(τ) = 0 ïðè
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τ < 0, òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà áåñêîíå÷íûé
èíòåðâàë (−∞,∞) è ïîëó÷èòü ñâåðòêó äâóõ ôóíêöèé, êà÷åñòâåííîå ïî-
âåäåíèå îäíîé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 8.13.

τ

f

0

Ðèñ. 8.13

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ñïåêòðå ñâåðòêè, èç ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ôóðüå-êîìïîíåíòàìè â âèäå ïðîñòîé
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó Dω è Eω

Dω = [1 +
√

2πf(ω)]Eω, ò. å. Dω = ε(ω)Eω,

ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ε(ω) çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Ïðè
ðàçëîæåíèè íà ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû ýòó çàâèñèìîñòü ìû
ïðåäñòàâèëè â âèäå óðàâíåíèÿ (6) ñèñòåìû (8.40). Èç àíàëîãè÷íûõ ñî-
îáðàæåíèé âûïèñàíà ïðåäïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñèñòåìû (8.40).

Èòàê, ïðè ïåðåõîäå â ïðîñòðàíñòâî k, ω ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà çàìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(8.40) äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò. (Çàìåòèì, ÷òî îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé (2),
ôèêñèðóþùåå îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ k è B, íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñè-
ìûì; ýòî � ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ (1).)

6. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ îáëàñòè, çàíÿòîé
îäíîðîäíîé ñðåäîé áåç òîêîâ è çàðÿäîâ (ò. å. ε(ω), µ(ω) íå çàâèñÿò îò
êîîðäèíàò, jk,ω = 0, ρk,ω = 0). (Çäåñü óæå è óðàâíåíèå (4) íå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.) Òåïåðü ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ
ïîëåé D è H, ïðèîáðåòàåò âèä

[k×Ek,ω] =
ω

c
Bk,ω, [k×Bk,ω] = −εµ

ω

c
Ek,ω. (8.41)

Ïðèïèøåì ê íèì ñëåäñòâèÿ èç ýòèõ âåêòîðíûõ ñîîòíîøåíèé

(k ·Ek,ω) = 0, (k ·Bk,ω) = 0 (8.42)
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è çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (8.41) ëåãêî ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèÿ

Ek,ω · (k2 − εµ
ω2

c2
) = 0, Bk,ω · (k2 − εµ

ω2

c2
) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå (íåòðèâèàëüíîå) ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â îäíîðîäíîé îáëàñòè áåç òîêîâ è çàðÿäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íå ïðîñòî ñóïåðïîçèöèþ ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí (âåäü
ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(r, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì (8.38)), à ñóïåðïî-
çèöèþ âîëí, ó êîòîðûõ âîëíîâûå âåêòîðà è ÷àñòîòû ïîä÷èíÿþòñÿ îïðå-
äåëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

k =
√

ε(ω)µ(ω)ω/c.

Ðàíüøå (â � 7.5) ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîë-
íà ïîä÷èíÿåòñÿ äàííîìó ñîîòíîøåíèþ. À çäåñü ìû ïîêàçàëè íåñêîëüêî
èíîå: ëþáîå ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ðàçëîæå-
íî íà ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, ó êîòîðûõ âîëíîâîé âåêòîð è
÷àñòîòà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (7.27).

Äî ñèõ ïîð ìû âåçäå ïðèíèìàëè, ÷òî ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè ñðåäû ε(ω), µ(ω) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, è ââîäèëè âåùå-
ñòâåííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n =

√
ε(ω)µ(ω), îïðåäåëÿþùèé ôà-

çîâóþ ñêîðîñòü è ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû áåç çàòóõàíèÿ. Òåïåðü çàìå-
òèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ε(ω) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé è íàëè-
÷èå â íåé ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåé îòâå÷àåò çà çàòóõàíèå âîëíû ïî ìåðå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ, èìåþùåå ìåñòî, â ïðèíöèïå, â ëþáîé ìàòåðèàëüíîé
ñðåäå, êðîìå ïóñòîòû. (Î ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ãîâîðèòü íå áó-
äåì, èìåÿ â âèäó, ÷òî â îïòèêå äëÿ âñåõ ñðåä ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå
µ = 1.) Íå çàäàâàÿñü âîïðîñîì î ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèçìàõ çàòóõàíèÿ,
çäåñü, â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ ê íîâîé ãëàâå, îòìåòèì ëèøü ôîðìàëüíóþ
ñòîðîíó ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðè êîìïëåêñíîé ε(ω) ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
√

ε(ω) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïëåêñíûì, è åãî ïðèíÿòî èçîáðàæàòü â âèäå

√
ε(ω) = n(ω) + iκ(ω),

ñîõðàíèâ ñèìâîë n è íàçâàíèå ¾ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ¿ äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì ìíèìàÿ ÷àñòü κ íàçûâàåòñÿ ïî-
êàçàòåëåì çàòóõàíèÿ. Ñìûñë ýòèõ íàçâàíèé ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì èç
ðàññìîòðåíèÿ ñòðóêòóðû âîëíû, ãäå âîëíîâîé âåêòîð èìååò çíà÷åíèå

k =
√

ε(ω) ω/c = (n + iκ)ω/c,
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à âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ

E(z, t) = E0e
i(kz−ωt) = E0e

−κ(ω/c)zein(ω/c)
(
z−(c/n)t

)

äåìîíñòðèðóåò çàòóõàíèå âîëíû â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, çàäà-
âàåìîå ïàðàìåòðîì κ, è ôàçîâóþ ñêîðîñòü âîëíû u = c/n(ω), îïðåäåëÿ-
åìóþ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ.
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Ãëàâà 9

ÄÈÑÏÅÐÑÈß
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ
ÂÎËÍ

Òåðìèíîì äèñïåðñèÿ îáîçíà÷àþò çàâèñèìîñòü ôàçîâîé ñêîðîñòè (èëè
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ) îò ÷àñòîòû. Èìåííî íàëè÷èå äèñïåðñèè ïîçâî-
ëÿåò â ýêñïåðèìåíòå ¾ðàññîðòèðîâàòü¿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèå êîìïîíåíòû
ñëîæíîé âîëíû, ò. ê. ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè íà ãðàíèöó âåùåñòâà ýòè
êîìïîíåíòû â ïðåëîìëåííîì èçëó÷åíèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ðàçëè÷-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïî ýòîìó ïðèíöèïó ðàáîòàþò ïðèçìåííûå ñïåêòðî-
ãðàôû è ìîíîõðîìàòîðû. Äèñïåðñèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â ýôôåê-
òå ïðåëîìëåíèÿ íà ãðàíèöå âåùåñòâà. Îíà ñèëüíî âëèÿåò è íà ïðÿìî-
ëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå íåìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â îáúåìå
âåùåñòâà, îïðåäåëÿÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà. Çàâè-
ñèìîñòüþ ε(ω) îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, ðàçäåëÿþùèå
âîëíû íà ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñðåäó è îòðàæàþùèåñÿ îò íåå.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êðàòêîìó çíàêîìñòâó ñ ãëàâíûìè ìåõàíèç-
ìàìè äèñïåðñèè è áîëåå ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ ýëåêòðîííîãî ìåõà-
íèçìà íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñòðîåíèÿ âåùåñòâà. Çäåñü èññëå-
äóåòñÿ âëèÿíèå çàêîíà äèñïåðñèè ñðåäû íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî
ïàêåòà â íåé; ñîäåðæèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ìåõàíèçìîâ çàòóõàíèÿ è
óñèëåíèÿ âîëíû ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç âåùåñòâî.
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9.1. Êðàòêèé îáçîð ýëåêòðîìàãíèòíûõ

ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ñðåä è èõ
ìåõàíèçìîâ äèñïåðñèè

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïóñòîòà, äëÿ êîòîðîé ε = 1,
µ = 1. Ïóñòîòà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñðåäîé, â êîòîðîé íåò äèñïåðñèè
è ïîòåðü.

Åñëè âçÿòü äèýëåêòðèêè, èìåþùèå â ïîñòîÿííûõ ïîëÿõ è ïðè íèç-
êèõ ÷àñòîòàõ ïðåíåáðåæèìî ìàëóþ ïðîâîäèìîñòü, ìàãíèòíóþ ïðîíèöà-
åìîñòü µ = 1 è íåêîòîðóþ âåùåñòâåííóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ
ε0, òî äëÿ íèõ u = c/n, n =

√
ε0. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèìåíèìî

ëèøü äëÿ òàêèõ ÷àñòîò, ïðè êîòîðûõ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ε0.

Âñå äèýëåêòðèêè â òîé èëè èíîé ñòåïåíè èìåþò äèñïåðñèþ, è ïðè äî-
ñòàòî÷íî âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ε 6= ε0. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðîÿâëåíèåì íåïðè-
ìåíèìîñòè ñòàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ε ê ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì âûñî-
êîé ÷àñòîòû îáëàäàåò âîäà, èìåþùàÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ε0 = 81 è
çíà÷åíèå n =

√
ε = 1,32 äëÿ èíôðàêðàñíûõ âîëí (λ ∼ 1 ìêì).

Âîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîëÿðíîãî äèýëåêòðèêà. Ïîëÿðèçàöèÿ òà-
êèõ äèýëåêòðèêîâ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà ìîëåêóë, îáëàäàþ-
ùèõ áîëüøèì ìîìåíòîì èíåðöèè, ïîýòîìó äèñïåðñèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè (òàê íàçûâàåìàÿ îðèåíòàöèîííàÿ äèñïåðñèÿ) ïðîÿâëÿ-
åòñÿ äëÿ íèõ â ðàäèîäèàïàçîíå. Äëÿ âîäû äèñïåðñèÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè
÷àñòîòàõ ω ∼ 2π · 1010c−1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû λ ∼ 3 ñì.
Âîäÿíîé ïàð ñèëüíî ìåíÿåò ñâîþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïðè
áîëåå êîðîòêèõ âîëíàõ, ïðè λ ∼ 0,1 ìì.

Äðóãèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò íåïîëÿðíûå äèýëåêòðèêè, íàïðèìåð,
ñóõîé íåèîíèçèðîâàííûé âîçäóõ, âîäîðîä, áåíçîë, ãåëèé, íåîí è äðó-
ãèå èíåðòíûå ãàçû; èç òâåðäûõ âåùåñòâ � ñåðà è àëìàç. Ïîëÿðèçàöèÿ
ýòèõ äèýëåêòðèêîâ îáóñëîâëåíà ñìåùåíèåì ýëåêòðîíîâ âíóòðè àòîìîâ
è ìîëåêóë (ýëåêòðîííàÿ äèñïåðñèÿ). Äëÿ íèõ ðàâåíñòâî ε = ε0 âûïîë-
íÿåòñÿ èíîãäà äàæå â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî
ýëåêòðîíû îáëàäàþò ìàëîé èíåðöèåé è ñëåäóþò çà èçìåíåíèÿìè ïîëÿ
âïëîòü äî âåñüìà âûñîêèõ ÷àñòîò.

Çàìåòèì, ÷òî íà îïòè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ íàçâàííûé âûøå îðèåíòàöèîí-
íûé ìåõàíèçì ïîëÿðèçàöèè òåðÿåò çíà÷åíèå è äëÿ ïîëÿðíûõ äèýëåêòðè-
êîâ; ïðè ýòîì õàðàêòåð äèñïåðñèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìèêîé
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ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ è ìîëåêóëàõ.

Îáðàòèâøèñü ê ïðîâîäíèêàì, ñðàçó îòìåòèì êîìïëåêñíûé õàðàêòåð
èõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà

rotH =
4πσ

c
E +

1
c

∂D
∂t

,

íàðàâíå ñ òîêàìè ñìåùåíèÿ ó÷èòûâàþùåãî è òîêè ïðîâîäèìîñòè. Äëÿ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ýòî óðàâíåíèå

rotĤ = (
4πσ

c
− i

ω

c
ε′)Ê = −i

ω

c
(ε′ + i

4πσ

ω
)Ê

ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä (7.22) rotĤ(r) = −i(ω/c) ε Ê(r). Òîëüêî òå-
ïåðü äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü â íåì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé, îáú-
åäèíÿþùåé â ñåáå ¾îáû÷íóþ¿ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü (âåùå-
ñòâåííóþ) ñ ïðîâîäèìîñòüþ:

ε = ε′ + iε′′, ïðè÷åì ε′′ = 4πσ/ω. (9.1)

Äëÿ ìåòàëëîâ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ïðîâîäèìîñòü ïðè âñåõ ðàäèî÷àñòî-
òàõ (âïëîòü äî ìèëëèìåòðîâûõ âîëí) ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåò òî æå çíà-
÷åíèå, ÷òî íà ïîñòîÿííîì òîêå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìåòàëëîâ èìååò âåñüìà áîëüøóþ ìíèìóþ ÷àñòü.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìåäè σ = 5 · 1017 1/ñ, è äàæå äëÿ âèñìóòà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ïîëóìåòàëëîì è ñðàâíèòåëüíî ïëîõèì ïðîâîäíèêîì, èìååì
σ = 7,5 · 1015 1/ñ, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòîòà ω ∼ 1015 1/c óæå îòíîñèòñÿ ê
ñâåòîâûì âîëíàì. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ìåòàëëîâ âî âñåì äèàïàçîíå ðàäèî-
÷àñòîò âåëè÷èíà ε′′ âåëèêà è ïî ñðàâíåíèþ ñ íåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε′ ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïî-
ýòîìó äëÿ ìåòàëëîâ îáû÷íî ïîëàãàþò

ε(ω) = i(4πσ/ω).

Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ýòî ïðîñòåéøåå ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿ-
åòñÿ. Çäåñü ε′ è σ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìûìè äè-
íàìèêîé ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè îïòè÷åñêèõ
÷àñòîò äèñïåðñèÿ êàê äèýëåêòðèêîâ, òàê è ïðîâîäíèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ
ýëåêòðîííûì ìåõàíèçìîì. Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðîçðà÷íîé ñðåäå (äèýëåêòðèêè) äèñïåðñèÿ ñâÿçàíà
ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ, òîãäà êàê â ìå-
òàëëå (è ïëàçìå) îíà ñâÿçàíà ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè ñâîáîäíûõ
ýëåêòðîíîâ.
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Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ýëåêòðîííîé òåîðèè äèñïåðñèè ñîñòàâëÿåò ïðåä-

ìåò ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè
ñòðîåíèÿ âåùåñòâà çäåñü ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, èìåþùèå ïðèíöèïè-
àëüíîå çíà÷åíèå, òàê êàê îíè ïîäòâåðæäàþòñÿ ïðè òî÷íîì êâàíòîâîì
ðàññìîòðåíèè.

9.2. Êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîííàÿ òåîðèÿ
äèñïåðñèè

1. Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííîé ãàçî-
îáðàçíîé ñðåäû, âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ èëè ìîëåêóë â êîòîðîé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, à òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâóþùåå íà îòäåëüíûé àòîì ïîëå
ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïîëåì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Â òàêèõ óñëî-
âèÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ε(ω)
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå âîëíû íà èçîëèðîâàííûé àòîì.

Âõîäÿùèå â ñîñòàâ àòîìà ýëåêòðîíû ìîæíî ðàçäåëèòü íà âíåøíèå,
èëè îïòè÷åñêèå, è ýëåêòðîíû âíóòðåííèõ îáîëî÷åê. Ñ èçëó÷åíèåì îï-
òè÷åñêîãî äèàïàçîíà âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî âíåøíèå ýëåêòðîíû. Ñîá-
ñòâåííûå ÷àñòîòû ýëåêòðîíîâ âíóòðåííèõ îáîëî÷åê ñòîëü âåëèêè, ÷òî
ïîëå ñâåòîâîé âîëíû íà íèõ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò è ëèøü äëÿ ðåíòãå-
íîâñêîãî èçëó÷åíèÿ âíóòðåííèå ýëåêòðîíû ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèñïåðñèè îïòè÷åñêèé ýëåêòðîí â àòîìå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê çàòóõàþùèé äèïîëüíûé îñöèëëÿòîð, õàðàêòåðèçóå-
ìûé îïðåäåëåííîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 è ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ,
òàê ÷òî óðàâíåíèå åãî äâèæåíèÿ â ïîëå ñâåòîâîé âîëíû èìååò âèä

r̈ + 2γṙ + ω2
0r = −(e/m)E0e

−iωt. (9.2)
(Îáóñëîâëåííàÿ ìàãíèòíûì ïîëåì ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Ëîðåíöà â v/c
ðàç ìåíüøå ñèëû ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è â óðàâíåíèè íå
ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå.) Âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà
ω0 àòîìíîãî ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà òîëüêî íà îñíîâå êâàí-
òîâîé òåîðèè àòîìà. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèñïåðñèè åå ñëå-
äóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíî ââåäåííóþ ïîñòîÿííóþ. Â ýêñïå-
ðèìåíòå çíà÷åíèå ω0 îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó ëèíèè ïîãëîùåíèÿ â ñïåêòðå
èññëåäóåìîãî âåùåñòâà (ýòî ïîêàçàíî íèæå). Ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîòåðè ýíåðãèè ýëåêòðîíà, ñîäåðæèò âêëàä, îáóñëîâ-
ëåííûé ðàäèàöèîííûì çàòóõàíèåì, êîòîðûé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
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ðàçðåæåííîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì1.Äðóãèå ïðè÷èíû çàòóõàíèÿ (íà-
ïðèìåð, âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè àòîìàìè è ñîóäàðåíèÿ) ñâÿçàíû ñ
äèññèïàöèåé ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò. å. ñ åå ïðåâðàùåíèåì
â äðóãèå ôîðìû (â òåïëîòó), è èìååò çíà÷åíèå â ïëàçìå è ìåòàëëàõ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.2) äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé

r(t) = r̂0e
−iωt, r̂0 =

−e/m

ω2
0 − ω2 − 2iωγ

E0

îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè

P(t) = −eNr(t) = −eN r̂0e
−iωt,

ãäå N � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ âåùåñòâà. Òîãäà èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

D(t) = E(t) + 4πP(t) = [E0 + 4π(−e)N r̂0]e−iωt = ε(ω)E0e
−iωt

äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè ε(ω), êîòîðàÿ âñëåäñòâèå çàòóõàíèÿ àòîìíûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé, èìååì

ε(ω) = 1 +
ω2

p

ω2
0 − ω2 − 2iωγ

, ω2
p =

4πNe2

m
, (9.3)

ãäå ωp � ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû. Â ðàçðåæåííûõ
ñðåäàõ ω2

p ¿ ω2
0 , è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè-

öû2. Òîãäà äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
√

ε(ω) = n + iκ
ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

n(ω) = 1 +
ω2

p

2
ω2

0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

, κ(ω) = ω2
p

γω

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

.

(9.4)
(Îáû÷íî çà âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ

√
ε(ω) ñîõðàíÿþò ïðåæíåå íàçâàíèå,

à åãî ìíèìóþ ÷àñòü κ íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ.)
2. Ïðîàíàëèçèðóåì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî n(ω) èìååò ìàêñèìóì è ìèíèìóì â òî÷êàõ ω1,2,
äëÿ êîòîðûõ ω2

1,2 = ω2
0 ∓ 2γω0, èëè, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ γ ¿ ω0, ω1,2 =

ω0∓γ. Òî åñòü òî÷êè ýêñòðåìóìà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ðàñïîëîæåíû
âáëèçè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0 ïî îáå ñòîðîíû îò íåå; ïðè ýòîì

nmax = n(ω1) = 1 +
ω2

p

8γω0
, nmin = 1− ω2

p

8γω0
. (9.5)

1Îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû γ ïðèâåäåíà â (13.34) § 13.5.
2Íà ñàìîì äåëå óñëîâèå |ε−1| ¿ 1, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ (9.5), âûïîëíÿåòñÿ

ïðè òðåáîâàíèè ω2
p ¿ γω0, áîëåå æåñòêîì, ÷åì ωp ¿ ω0.
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Ïðè çíà÷èòåëüíîì óäàëåíèè îò ëèíèè ïîãëîùåíèÿ, ò. å. ïðè

|ω − ω0| À γ,

ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå (÷òî î÷åâèäíî
èç âûðàæåíèÿ ε(ω) (9.3)), à ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ

n(ω) = 1 +
1
2

ω2
p

ω2
0 − ω2

áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Ïðè÷åì, åñëè ω2 < ω2
0 , âåëè÷èíà n−1 áîëü-

øå íóëÿ è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû. Ïðè ω2 > ω2
0 çíà÷åíèå

n − 1 îòðèöàòåëüíî, íî n òàêæå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ω, ïðèáëèæàÿñü
ê åäèíèöå.

Âáëèçè ëèíèè ïîãëîùåíèÿ, ò. å. ïðè

|ω − ω0| ¿ ω0,

âûðàæåíèÿ (9.4) ìîæíî óïðîñòèòü, çàìåíèâ â íèõ ω íà ω0, à (ω2
0 − ω2)

� íà (ω0 − ω)2ω0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

n(ω) = 1 +
ω2

p

4ω0

ω0 − ω

(ω0 − ω)2 + γ2
, κ(ω) =

ω2
p

4ω0

γ

(ω0 − ω)2 + γ2
. (9.6)

Ýòè ôóíêöèè, ñïðàâåäëèâûå â íàçâàííîé îáëàñòè, èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 9.1. (Âäàëè îò ëèíèè ïîãëîùåíèÿ ìûñëåííûå ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ
êðèâûõ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî àíàëèçà.) Âèäíî, ÷òî
â èíòåðâàëå îò ω1 = ω0 − γ äî ω2 = ω0 + γ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
ìîíîòîííî ñïàäàåò îò ìàêñèìóìà äî ìèíèìóìà, ïðîõîäÿ ÷åðåç çíà÷åíèå
n = 1 â òî÷êå ω = ω0. Ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ ïðèíèìàåò â ýòîé òî÷êå
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

κmax =
ω2

p

4γω0
,

à â òî÷êàõ ω1, ω2 ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè n(ω) ôóíêöèÿ κ(ω) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå

κ(ω1, ω2) = (1/2)κmax.

Èçîáðàæàåìûé ôóíêöèåé κ(ω) (9.6) ñïåêòðàëüíûé êîíòóð ëèíèè ïîãëî-
ùåíèÿ, êàê è èññëåäîâàííûé ðàíüøå (8.18) ñïåêòðàëüíûé êîíòóð ëèíèè
èçëó÷åíèÿ çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà, èìååò ëîðåíöåâó ôîðìó ñ ìàêñè-
ìóìîì â òî÷êå ω0 è ïîëóøèðèíîé 2γ.
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Ðèñ. 9.1

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ïîíÿòíî, ÷òî, êîãäà ÷àñòîòà ñâåòà ïðèáëè-
æàåòñÿ ê ω0, îñíîâíîé ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì îáó-
ñëîâëåí ìíèìîé ÷àñòüþ

√
ε(ω), ò. å. ôóíêöèåé κ(ω), è ñâÿçàí ñ ïîãëî-

ùåíèåì ñâåòà. Òàêîå èçáèðàòåëüíîå ïîãëîùåíèå ïðèâîäèò, íàïðèìåð, ê
ïîÿâëåíèþ òåìíûõ ëèíèé â ñïåêòðå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Ñâåò, èç-
ëó÷àåìûé ïîâåðõíîñòüþ Ñîëíöà, èìååò ñïëîøíîé ñïåêòð. Ïðè ïðîõî-
æäåíèè ñêâîçü ñîëíå÷íóþ àòìîñôåðó èçëó÷åíèå ñèëüíî ïîãëîùàåòñÿ íà
÷àñòîòàõ, ðàâíûõ ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì âõîäÿùèõ â ñîñòàâ àòìîñôåðû
àòîìîâ. Èçìåðÿÿ ýòè ÷àñòîòû, ìîæíî îïðåäåëèòü õèìè÷åñêèé ñîñòàâ
ñîëíå÷íîé àòìîñôåðû. Òàêèìè ìåòîäàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî õèìè÷åñêèå
ýëåìåíòû íà Ñîëíöå è çâåçäàõ íå îòëè÷àþòñÿ îò çåìíûõ.

3. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàò (9.3) ê èññëåäîâàíèþ çàêîíà äèñïåðñèè ÷à-
ñòè÷íî èîíèçîâàííîé ðàçðåæåííîé ïëàçìû. Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü â
âèäó ÷àñòîòû, íàìíîãî ìåíüøèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñâÿçàí-
íûõ ýëåêòðîíîâ, è ïîýòîìó èõ âëèÿíèåì íà ïîëÿðèçàöèþ ñðåäû áóäåì
ïðåíåáðåãàòü. Íå áóäåì òàêæå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå äâèæåíèÿ òÿæåëûõ
èîíîâ, ñ÷èòàÿ èõ íåïîäâèæíûìè â ïîëå E âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè-
íèìàåì âî âíèìàíèå ïîëÿðèçàöèþ, îáóñëîâëåííóþ òîëüêî ãàçîì ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå, íå áóäó÷è ïðèâÿçàíû ê êîíêðåòíûì àòîìàì,
íå èñïûòûâàþò ¾óïðóãîé ñèëû¿ è íå îáëàäàþò ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòà-
ìè. ¾Ñèëà òðåíèÿ¿, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (9.2), òåïåðü ïîðî-
æäàåòñÿ ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíà ñ èîíàìè è ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ
γ ðàâíà ñðåäíåé ÷àñòîòå ýòèõ ñòîëêíîâåíèé (ñì. § 3.3). Îòñþäà ñëåäóåò,
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÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàçðåæåííîé ïëàçìû îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðâîé ôîðìóëîé (9.3) ïîñëå çàìåíû ω2

0 íà íóëü:

ε(ω) = 1− ω2
p

ω2 + 4γ2
+ iω2

p

2γ/ω

ω2 + 4γ2
, (9.7)

ïðè÷åì õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ωp, îïðåäåëÿåìàÿ âòîðîé ôîðìóëîé (9.3),
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé è çàâèñèò îò êîíöåí-
òðàöèè N ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.

Âèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ε(ω) ñîäåðæèò â ñåáå äâå õà-
ðàêòåðíûå ÷àñòîòû ωp è γ. ×àñòîòà ñòîëêíîâåíèé γ äëÿ êîíêðåòíîé
ïëàçìû èîíîñôåðû èìååò ïîðÿäîê (103 ÷ 104) 1/c, òàê ÷òî äëÿ âîëí ñ
÷àñòîòîé ω > 106 1/ñ (ò. å. λ < 2 · 103 ì) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ω À γ. Â
ýòîì ñëó÷àå ìíèìîé ÷àñòüþ ε(ω) (9.7) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïðèíÿòü

ε(ω) = 1− ω2
p

ω2
. (9.8)

Ïðè ýòîì ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp èãðàåò ðîëü íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé ÷à-
ñòîòû. Åñëè ω < ωp, òî ε(ω) îòðèöàòåëüíà, à

√
ε(ω) � ÷èñòî ìíèìàÿ

âåëè÷èíà. Âîëíû òàêèõ ÷àñòîò � íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ, à îòðàæàþòñÿ
îò ïëàçìû3. Ïðè ω > ωp ε(ω) ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, à ïëàçìà �
ïðîçðà÷íîé äëÿ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ èîíîñôåðû èìåííî ìåòîäîì
ðàäèîçîíäèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ðàññìàòðèâàåìîì ýôôåêòå, îïðå-
äåëåíî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ïî âûñîòå. Âûÿñíåíî,
÷òî ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ Nmax, ðàâíàÿ ∼ 106 1/ñì3 (ëåòîì) è
2 · 106 1/ñì3 (çèìîé), èìååò ìåñòî ïðèìåðíî íà âûñîòå 350 êì. Ïî ìåðå
óäàëåíèÿ îò ýòîãî ñëîÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ ïîñòåïåííî óáûâàåò è
íà âûñîòå 60 êì ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ. Ñ÷èòàþò, ÷òî âîëíû äëèí-
íåå 40ì îòðàæàþòñÿ îò èîíîñôåðû, à êîðî÷å 6�8 ì, êàê ïðàâèëî, íå
îòðàæàþòñÿ (èîíîñôåðà äëÿ íèõ ïðîçðà÷íà, êàê è äëÿ ñâåòîâûõ âîëí).

Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïëàç-
ìå, õàðàêòåðèçóþòñÿ äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòüþ

k =
ω

c

√
1− ω2

p

ω2
,

ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè ε(ω) (9.8) â âûðàæå-
íèå (7.27). Êðèâàÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 9.2, äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå
ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû, íèæå êîòîðîé âîëíà â ñðåäå íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.

3Äàííîå óòâåðæäåíèå çäåñü ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ðèñ. 9.2

Ïîäîáíîé äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòüþ îáëàäàþò âîëíû â âîëíîâîäàõ,
êîòîðûå ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â § 10.6, 10.7.

4. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (9.7) ïðèìåíèìà è ê ãàçó ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ â ìåòàëëàõ. Çäåñü ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ, ðàâíàÿ ñðåäíåé ÷à-
ñòîòå ñòîëêíîâåíèÿ ýëåêòðîíà ñ èîíàìè γ = 1/τs, õàðàêòåðèçóåòñÿ (ñì.
§ 3.3) ïîðÿäêîì âåëè÷èíû

γ ≈ 2,5 · 10131/c,

à ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp, îïðåäåëÿåìàÿ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ N ≈
8 · 10221/ñì3, íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äàëåêîãî óëüòðàôèîëåòà. Îòñþäà
ïîíÿòíû êà÷åñòâåííûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè, ïðèâåäåííûå äëÿ ìåòàëëîâ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (9.7), ïðè ω ¿ γ (ò. å. λ À λ∗)
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé è õàðàêòåðè-
çóåòñÿ íåèçìåííîé ïðîâîäèìîñòüþ (9.1). Â óñëîâèÿõ ω À γ (λ ¿ λ∗)
ε(ω) ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííîé (9.8), à ãðàíèöà ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè
îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé äëèíîé âîëíû

λ∗ =
2π

γ
c ≈ 10−2ñì.

9.3. Äèñïåðñèÿ è âîëíîâîé ïàêåò

1. Ïðåäâàðèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå. Ðàññìîòðåíèå ìîíîõðîìàòè-
÷åñêèõ âîëí ôàêòè÷åñêè íå èëëþñòðèðóåò ïîëíîñòüþ ÿâëåíèå äèñïåð-
ñèè. Ïîýòîìó äëÿ åãî íàáëþäåíèÿ íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê èçó÷åíèþ
íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí.
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Ñ îäíîìåðíîé íåìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíîé, ñîñòîÿùåé èç

ñîâîêóïíîñòè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, ìû ÷àñòè÷íî ïîçíàêîìèëèñü â
§ 8.6. Âûÿñíèëè, ÷òî åñëè ñîñòàâëÿþùèé âîëíîâîé ïàêåò âîëíû áåãóò
ñ îäèíàêîâûìè ôàçîâûìè ñêîðîñòÿìè u, òî ñîâîêóïíàÿ âîëíà ïåðåìå-
ùàåòñÿ êàê öåëîå, èìåÿ òó æå ñêîðîñòü u. Èíûìè ñëîâàìè, â ñðåäå ñ
çàâèñèìîñòüþ ω(k) âèäà (8.37) ω = ku (íàïðèìåð, â âàêóóìå, ãäå u = c),
âîëíîâîé ïàêåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ ñâîåãî ïðîôèëÿ èëè,
êàê ãîâîðÿò, âîëíîâîé ïàêåò íå ðàñïëûâàåòñÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïàêåòà âîëí, èìåþùèõ íåîäèíàêî-
âûå ôàçîâûå ñêîðîñòè. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà, ïðåäëîæåííîãî
åùå Ñòîêñîì â 1876 ã., êîãäà ãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ âîëí ñ îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè, áåãóùèõ â îäíîì íàïðàâëåíèè
ñ ìàëî ðàçíÿùèìèñÿ âîëíîâûìè ÷èñëàìè è ÷àñòîòàìè. Îáîçíà÷àÿ ýòè
ðàçíîñòè ÷åðåç 2∆k è 2∆ω ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå âîëíû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

ψ(z, t) = ψ0

{
ei[(k0+∆k)z−(ω0+∆ω)t] + ei[(k0−∆k)z−(ω0−∆ω)t]

}
=

= 2ψ0 cos(∆k z −∆ω t)ei(k0z−ω0t).
(9.9)

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò ¾ñèíóñîèäàëüíóþ¿ âîëíó ñ âîëíîâûì ÷èñ-
ëîì k0 è ÷àñòîòîé ω0, íî ñ àìïëèòóäîé, ìîäóëèðîâàííîé êîñèíóñîì
(ïî ýòîé ïðè÷èíå âîëíà íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé). Ïîñêîëüêó
ïî ïðåäïîëîæåíèþ âåëè÷èíû ∆k/k è ∆ω/ω ìàëû, ÿñíî, ÷òî àìïëèòóäà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ êàê ïî z, òàê è ïî t ôóíê-
öèþ, îãèáàþùóþ áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ïóëüñàöèè. Èç ãðàôèêà (ðèñ.
9.3) äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (9.9), âçÿòîãî äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî ìîìåíòà âðåìåíè, âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå âîëíîâîãî ïàêåòà â äàííîì
ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü îñöèëëÿöèé, ñîäåðæàùèõñÿ
ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè óçëàìè îãèáàþùåé.

Ðèñ. 9.3
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Ýòè îñöèëëÿöèè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ω0/k0, â òî
âðåìÿ êàê ñêîðîñòü îãèáàþùåé ðàâíà ∆ω/∆k, îòëè÷íîé â îáùåì ñëó÷àå
îò ω0/k0. (Òîëüêî äëÿ äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè (8.37) ñâÿçü ìåæäó
∆ω, ∆k òàêîâà, ÷òî ∆ω/∆k = ω0/k0 è îãèáàþùàÿ ¾ïðèêëååíà¿ ê ñâîèì
ïóëüñàöèÿì è áåæèò âìåñòå ñ íèìè.)

Èç äàííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî âîëíîâîé ïàêåò ìîæåò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îòëè÷íîé îò ñêîðîñòè îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
âîëí. Íî ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè â äàííîì
ñëó÷àå åùå íå ìåíÿåòñÿ.

2. Íåðàñïëûâàþùèéñÿ âîëíîâîé ïàêåò. Òåïåðü ïåðåéäåì ê áî-
ëåå îáùåìó ñëó÷àþ äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà â áåçãðàíè÷íîé îäíî-
ðîäíîé ñðåäå, õàðàêòåðèçóåìîé íåêîòîðîé äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòüþ
ω(k), îòëè÷íîé îò ïðîñòåéøåãî ñîîòíîøåíèÿ ω = ku, u = const. Ïóñòü
âîëíîâîé ïàêåò çàäàí ðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ â íåì â ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 0 â âèäå

E(z, 0) = E0(z)eik0z. (9.10)
Äàííîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëèðîâàííóþ
âîëíó ñ îñíîâíîé äëèíîé âîëíû λ = 2π/k0 è àìïëèòóäîé, îïðåäåëÿåìîé
ôóíêöèåé |E0(z)|.

Âñëåä çà çàäàíèåì íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷åì îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîâåäåíèå âîëíû ïðè t > 0? ßñíî, ÷òî íå âîëíîâûì óðàâíåíèåì

∂2E

∂z2
− 1

u2

∂2E

∂t2
= 0,

òàê êàê ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî, êàê ìû óáåäèëèñü â ï.2 § 8.6., ïðåäñòàâëÿþò íåäèñ-
ïåðãèðóþùóþ âîëíó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ èíîé
ïîäõîä, äåìîíñòðèðóåìûé íèæå.

Â ñëó÷àå âîëí ñ äèñïåðñèåé íàì èçâåñòíî ïîâåäåíèå êàæäîé ãàðìî-
íè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ðàñïðåäåëåíèÿ (9.10), êîòîðàÿ ïåðåìåùàåòñÿ ñî
ñâîåé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
E(z, t) íåîáõîäèìî âíà÷àëå ðàñïðåäåëåíèå E(z, 0) ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðàçëîæåíèÿ

E(z, 0) =
1√
2π

∞∫

−∞
Ê(k)eikzdk (9.11)

íà ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå Ê(k)eikz, à çàòåì âíîâü ñîáðàòü ýòè
ãàðìîíèêè ñî ñâîèìè ôàçîâûìè ìíîæèòåëÿìè e−iω(k)t è ïîëó÷èòü îòâåò

E(z, t) =
1√
2π

∞∫

−∞
Ê(k)ei[kz−ω(k)t]dk. (9.12)
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Ýòî � ôîðìàëüíîå ðåøåíèå, òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ê(k) è ω(k)
íå ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó ñóçèì
çàäà÷ó, íàëîæèâ îãðàíè÷åíèå íà ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè âäîëü îñè z,
çàíÿòîé ìîäóëèðîâàííîé âîëíîé (9.10). Ïðèìåì, ÷òî ýòîò ðàçìåð L íà-
ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû, ò. å. k0L À π. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ñîîò-
íîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ∆kL ∼ π, øèðèíà ñïåêòðà ôóíêöèè E(z, 0)
äîñòàòî÷íî ìàëà:

∆k ∼ (π/L) ¿ k0,

è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Ê(k), âõîäÿùàÿ â èíòåãðàë (9.2), îòëè÷íà îò
íóëÿ òîëüêî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè k = k0 ñ øèðèíîé ∆k. ¾Öåíòð¿
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå k = k0, ò. ê. ìîäóëèðîâàííîé
ôóíêöèè (9.10) ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð îãèáàþùåé, ñäâèíóòûé íà íåñó-
ùóþ ÷àñòîòó k0 (àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ (8.12)), ò. å.

Ê(k) = Ê0(k − k0), ãäå Ê0(k) + E0(z). (9.13)

Â ýòîì ñëó÷àå èñòèííóþ äèñïåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü ω(k) äëÿ íåáîëü-
øîãî èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü ïåðâûìè ÷ëåíàìè åå
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

ω(k) = ω(k0) +
dω

dk
(k0)(k − k0) +

d2ω

dk2
(k0)

(k − k0)2

2
, (9.14)

÷òî ïðèíöèïèàëüíî óâåëè÷èâàåò âîçìîæíîñòè àíàëèçà ðåçóëüòàòà (9.12).
Âíà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ñóììû (9.14). Òîãäà

ω(k) = ω0 + Vq(k − k0), (9.15)

ãäå ω0 = ω(k0), Vq = dω/dk (â òî÷êå k0). Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (9.15)
â èíòåãðàë (9.12), ó÷òÿ ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (9.13). Ïðîìåæóòî÷íûé
ðåçóëüòàò çàïèøåì â âèäå

E(z, t) =
1√
2π

∞∫

−∞
Ê0(k − k0)ei[(k−k0)z−ω0t−Vq(k−k0)t+k0z]d(k − k0).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå âûíåñåíèÿ exp[i(k0z − ω0t)] îñòàþùèéñÿ
èíòåãðàë îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ E0(z − Vqt) è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé
ðåçóëüòàò èìååò âèä

E(z, t) = E0(z − Vqt)ei(k0z−ω0t). (9.16)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî, êàê è â ïðèìåðå Ñòîêñà (9.9), îãèáàþùàÿ âîëíîâîãî
ïàêåòà ïåðåìåùàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû. Åå ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

Vq =
dω

dk
(k0) (9.17)

è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå îáùåé ëèíåéíîé äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè (9.15)
ôàçîâûå ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîëíîâîé ïàêåò âîëí íå îäèíàêîâû,
êàê ëåãêî çàìåòèòü èç ðèñ. 9.4. (Çäåñü äâå âûäåëåííûå âîëíû ñ âîë-
íîâûìè ÷èñëàìè k1 è k2 èìåþò ðàçíûå ôàçîâûå ñêîðîñòè u = ω/k,
îïðåäåëÿåìûå òàíãåíñàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ β1 è β2.)

Ðèñ. 9.4

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî âîëíîâîé ïàêåò íå ðàñïëûâàåòñÿ
íå òîëüêî ïðè äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè ω = ku, êîãäà ôàçîâûå ñêî-
ðîñòè âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ âîëí îäèíàêîâû, íî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (9.15).

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç: óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ôàçîâûõ ñêîðîñòåé íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåèçìåííîñòè ôîðìû âîëíîâîãî ïàêåòà.
Âîëíîâîé ïàêåò íå ðàñïëûâàåòñÿ òîãäà, êîãäà ó âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ âîë-
íîâîé ïàêåò ãðóïï âîëí ãðóïïîâûå ñêîðîñòè îäèíàêîâû.

3. Î ðàñïëûâàíèè âîëíîâîãî ïàêåòà. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå íåëèíåéíîé äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè ω(k), êîãäà

ω
′′
0 =

d2ω

dk2
(k0) 6= 0,

ðåøåíèå (9.16), ïîëó÷åííîå ñ óäåðæàíèåì ëèøü ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ
â ðàçëîæåíèè (9.14), ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ýòîò ïðîìåæóòîê óñòàíàâëèâàåòñÿ òðåáîâàíèåì,
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÷òîáû äîïîëíèòåëüíûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü ïîä èíòåãðàëîì (9.12), îáó-
ñëîâëåííûé îòáðîøåííûì ÷ëåíîì ω

′′
0 (k − k0)2/2 ðàçëîæåíèÿ (9.14), íà

èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ ìàëî îòëè÷àëñÿ îò åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ôàçà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ t, äîëæíà áûòü ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ π/2, ò. å.

|ω′′0 |(∆k)2t ¿ π. (9.18)
Òàê êàê ω

′′
0 = dVq/dk(k0), òî, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ðàçáðîñ ãðóïïîâîé

ñêîðîñòè â ïðåäåëàõ ïàêåòà

∆Vq = |dVq

dk
(k0)|∆k,

óñëîâèå (9.18) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

∆Vqt ¿ π/∆k,

÷òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ

∆Vqt ¿ L (èëè t ¿ t∗, t∗ = L/∆Vq). (9.19)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (9.16) ñïðàâåäëèâî íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåñ-
ñà, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (9.19), êîãäà èçìåíåíèå ïðîòÿæåííîñòè
ïàêåòà, îáóñëîâëåííîå ðàçáðîñîì ãðóïïîâîé ñêîðîñòè îòäåëüíûõ ãðóïï
âîëí â ïðåäåëàõ ïàêåòà, ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì ðàçìåðîì L.

Èç ïðèâåäåííûõ êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäåíèé ïîíÿòíî, ÷òî ó÷åò êâàä-
ðàòè÷íîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè (9.14) ïðèâîäèò ê ðàñïëûâàíèþ âîëíî-
âîãî ïàêåòà, ïðè÷åì ñêîðîñòü ðàñïëûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì
ïàðàìåòðîì ∆Vq = ω

′′
0 ∆k. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t → ∞ L(t) ≈ ∆Vqt, à

àìïëèòóäà ïîëÿ â ïàêåòå, êàê ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
LE2

0 = L(t)E2(t), äîëæíà ñïàäàòü ïðîïîðöèîíàëüíî t−1/2.
4∗. Êîëè÷åñòâåííûé (àñèìïòîòè÷åñêèé) àíàëèç. Äëÿ êîëè÷å-

ñòâåííîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïàêåòà áåñêîíå÷íûå
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåøåíèè (9.12) çàìåíèì íà êîíå÷íûå (ñ ó÷å-
òîì øèðèíû ñïåêòðà Ê(k) = Ê0(k − k0)), à ôóíêöèþ ω(k) � íà âûðà-
æåíèå (9.14). Ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó

E(z, t) =
ei(k0z−ω0t)

√
2π

∆k∫

−∆k

Ê0(k−k0)exp{i(k−k0)[z−(Vq+
1
2
V
′
q (k−k0))t]}d(k−k0)

èëè, ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé

χ = k − k0, Ω = [χ
z

t
− (Vqχ +

1
2
V
′
q χ2)], (9.20)
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ê âèäó

E(z, t) =
1√
2π

ei(k0z−ω0t)

∆k∫

−∆k

Ê0(χ)ei t Ω(z/t, χ)dχ. (9.21)

Îòíîøåíèå z/t, âõîäÿùåå â ôóíêöèþ Ω (9.20), ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñâî-
áîäíûé ïàðàìåòð, à âåëè÷èíû

Vq =
dω

dk
(k0), V

′
q =

dVq

dk
(k0) =

d2ω

dk2
(k0)

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ðåøåíèå (9.21), âñå åùå
íå ìîæåò áûòü òî÷íî âû÷èñëåí. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìå-
íè äëÿ íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçóÿ
òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû, êðàòêî îïèñàííûé â ñëå-
äóþùåì ïàðàãðàôå.

Èç ýòîãî èçëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòå-
ãðàëà ïðè áîëüøèõ t çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè χ∗ ñòàöèîíàðíîé ôà-
çû îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ [−∆k, ∆k] : åñëè −∆k <
χ∗ < ∆k, òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà
ïðîïîðöèîíàëåí t−1/2, à â ñëó÷àå |χ∗| > ∆k èíòåãðàë ñïàäàåò áûñòðåå
(êàê t−1). Òàê êàê ôàçà Ω(χ), çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì (9.20), ñîäåðæèò
â ñâîåì ñîñòàâå ïàðàìåòð z/t, òî÷êà ñòàöèîíàðíîé ôàçû

χ∗ =
z − Vqt

V ′
q t

,

îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì Ω
′
(χ) = 0, çàíèìàåò ïîëîæåíèå âíóòðè ïðîìå-

æóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, åñëè

| z − Vqt |< |V ′
q |∆k t = ∆Vqt. (9.22)

Ïðè ýòîì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (9.30), è ðåøåíèå (9.21) äëÿ îáëàñòè (9.22) ïðèîáðå-
òàåò âèä

E(z, t) ∼ Ê0(χ∗)√
2π

exp {i[k0z − ω0t + tΩ(χ∗)± π/4]}
√

2π

|V ′
q |

1√
t
,

÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ

Ω(χ∗) = χ∗
z − Vqt

t
− 1

2
V
′
q χ2

∗ =
1
2

(z − Vqt)2

V ′
q t2
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äàåò

E(z, t) ∼ Ê0(χ∗)√
|V ′

q |
exp {i[k0z − ω0t +

1
2

(z − Vqt)2

V ′
q t

± π

4
]} 1√

t
. (9.23)

Òàêîâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëÿ E(z, t) â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
âîëíîâîãî ïàêåòà, çàíèìàþùåé ïîëîæåíèå (9.22) âîêðóã ¾öåíòðà¿ z =
Vqt, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ Vq. Îíî ïîäòâåðæäàåò ðåçóëüòàòû
êà÷åñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå. Ïðîòÿæåííîñòü ãëàâ-
íîé çîíû (9.22) ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî t êàê L(t) = ∆Vqt, ãäå ∆Vq

åñòü õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ðàçáðîñà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè âíóòðè ïàêå-
òà; âíå ãëàâíîé çîíû ïîëÿ çàòóõàþò ïðîïîðöèîíàëüíî t−1 è ïîýòîìó
çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Îñöèëëÿöèè, çàïîëíÿþùèå âîëíîâîé ïàêåò
â ïðåäåëàõ çîíû (9.22), îïèñûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì â
ðåøåíèè (9.23). Íàëè÷èå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñëàãàåìîãî, ïðîïîð-
öèîíàëüíîãî (z − Vqt)2, ïðèâîäèò ëèøü ê íåçíà÷èòåëüíîìó îòêëîíåíèþ
âîëíîâîãî ÷èñëà è ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé îò çíà÷åíèé k0 è ω0 (ïî ìåðå
óäàëåíèÿ îò öåíòðà ïàêåòà). Ýòîò âîïðîñ íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî èí-
òåðåñà è çäåñü òàêæå íå îáñóæäàåòñÿ.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðîêîììåíòèðóåì ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà. Ïóñòü
íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå E0(z) èç (9.10) çàäàíî ñïåêòðîì ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû

E0(k) =
{

E0 ïðè |k| < ∆k,
0 ïðè |k| > ∆k,

ãäå ∆k ¿ k0. Òîãäà

E(z, 0) = E0(z)eik0z =
2E0∆k√

2π

sin(∆k z)
∆k z

eik0z,

è ðåøåíèå (9.16) äëÿ íà÷àëüíîãî ýòàïà t ¿ t∗, ãäå ïî îïðåäåëåíèþ (9.19)

t∗ =
π

|ω′′0 |(∆k)2
=

π

∆Vq∆k
=

L

∆Vq
,

èìååò âèä

E(z, t) =
2E0∆k√

2π

sin(∆k (z − Vqt))
∆k (z − Vqt)

ei(k0z−ω0t). (9.24)

Ãðàôèê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ôóíêöèè (9.24) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷å-
íèÿ t ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9.5. Êàê è â ïðèìåðå Ñòîêñà, â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èëñÿ âîëíîâîé öóã ñî ñðåäíèì âîëíîâûì ÷èñëîì k0 è ñ àìïëèòóäîé,
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ìîäóëèðîâàííîé ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ îãèáàþùåé, êîòîðàÿ ôîðìèðó-
åò ñèñòåìó âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Ïàêåòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ãðóïïîâîé
ñêîðîñòüþ Vq, â òî âðåìÿ êàê ñîñòàâëÿþùèå èõ îñöèëëÿöèè ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ω0/k0.

Ðèñ. 9.5

Ïî ïðîøåñòâèè áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, ò. å. ïðè t À t∗, âîë-
íîâîé ïàêåò ïðåîáðàçóåòñÿ â öóã âîëí, çàíèìàþùèé îáëàñòü |z − Vqt| ≤
∆Vqt, â ïðåäåëàõ êîòîðîé âîëíîâîå ÷èñëî îñöèëëÿöèé ìåíÿåòñÿ îò çíà-
÷åíèÿ k0 (â öåíòðå) äî k0 + ∆k (ïî êðàÿì) ïðè àìïëèòóäå, íåèçìåííîé
ïî ïðîñòðàíñòâó è óáûâàþùåé ñî âðåìåíåì ïðîïîðöèîíàëüíî t−1/2.

9.4. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû4

Çäåñü èññëåäóåòñÿ îáîáùåííûé èíòåãðàë Ôóðüå

I(t) =

b∫

a

f(χ) ei t Ω(χ) dχ, b > a (9.25)

â ñëó÷àå áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ t. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(χ)
è Ω(χ) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè è èíòåãðàë (9.25) ñóùåñòâóåò. Åñëè

4Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî ïî çàìå÷àòåëüíîé êíèãå: Íàéôý À. Ââåäåíèå â ìåòîäû
âîçìóùåíèé. Ì.: Ìèð, 1984.
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íàçâàííûå ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî äëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëà (9.25) ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ìåòîä
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, êîòîðûé äàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå:

I(t) =
i

t

[
f(a)
Ω′(a)

ei t Ω(a) − f(b)
Ω′(b)

ei t Ω(b)

]
+ O(

1
t2

). (9.26)

Ýòîò ìåòîä ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì, åñëè ïðîèçâîäíàÿ Ω
′
(χ) îáðàùà-

åòñÿ â íóëü â êàêîé-ëèáî òî÷êå èíòåðâàëà [a , b ]. Åñëè æå Ω
′
(χ) 6= 0 íà

ïðîìåæóòêå [a , b ], òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (9.26), îñíîâíîé âêëàä â àñèì-
ïòîòèêó èíòåãðàëà I(t) âíîñÿò òîëüêî îêðåñòíîñòè êîíöåâûõ òî÷åê. Ïðè
ýòîì áûñòðûå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè ei t Ω(χ) óíè÷òîæàþò âêëàä â èíòåãðàë
îò âíóòðåííèõ òî÷åê ïðîìåæóòêà.

Åñëè Ω
′
(χ) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ (èíà÷å

ãîâîðÿ, åñëè ôàçà èìååò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè), âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå âíîñÿò êàê îêðåñòíîñòè êîíöåâûõ òî÷åê, òàê è îêðåñòíî-
ñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ïðè÷åì âêëàä ïîñëåäíèõ çíà÷èòåëüíåå. Ýòîò
ôàêò õîðîøî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 9.6, ãäå ïðèâåäåí ïðèìåð ôóíê-
öèè (1 +

√
χ) cos 50(2 − χ)2 ñî ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé. Â òî÷êàõ, äàëåêèõ

îò êîíöåâûõ è ñòàöèîíàðíûõ, ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ïîëó-
âîëíû âçàèìíî ïîãàøàþòñÿ. Ê òîìó æå, êàê âèäíî èç ðèñ. 9.6, âçàèìíîå
ïîãàøåíèå êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàð-
íîé òî÷êè, ÷åì â îêðåñòíîñòÿõ êîíöåâûõ òî÷åê. Ïîýòîìó ãëàâíûå ÷ëåíû
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ Ôóðüå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ
èìåííî îêðåñòíîñòÿìè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Ðèñ. 9.6

Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû, ðàçðàáîòàííûé Êåëüâèíûì, ïîçâîëÿåò
ó÷èòûâàòü âêëàä ñòàöèîíàðíîé òî÷êè χ = χ∗ â àñèìïòîòèêó ñ ïîìîùüþ
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ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f(χ) è Ω(χ) ïî ñòåïåíÿì (χ−χ∗). Ýòîò âêëàä ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó ïîðÿäêà t−1/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî ñòàöè-
îíàðíûå òî÷êè îïðåäåëÿþò õàðàêòåð ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà I(t), òàê êàê, íàïîìíèì, âêëàä êîíöåâûõ òî÷åê,
êàê ïîêàçûâàåò ôîðìóëà (9.26), ïðîïîðöèîíàëåí t−1 è áûñòðî çàòóõàåò.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ Ω(χ) èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó
χ∗, ëåæàùóþ âíóòðè ïðîìåæóòêà [a , b ]. Êðîìå òîãî, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ f(χ) îãðàíè÷åííà â òî÷êå (χ = χ∗). Ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ
èíòåãðàëà I(t) îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì îêðåñòíîñòè òî÷êè (χ = χ∗), ïî-
ýòîìó ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåì çàìåíèòü íà χ∗ − δ è χ∗ + δ, ãäå
δ � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

I(t) ∼
χ∗+δ∫

χ∗−δ

f(χ)ei t Ω(χ)dχ. (9.27)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèþ f(χ) ìîæíî çàìåíèòü íà f(χ∗), à
ôóíêöèþ Ω(χ) ïðåäñòàâèòü åå òåéëîðîâñêèì ðàçëîæåíèåì

Ω(χ) = Ω(χ∗) +
1
2
Ω
′′
(χ∗)(χ− χ∗)2 + · · · ,

ïîñêîëüêó Ω
′
(χ∗) = 0. Ïðè ýòîì èíòåãðàë (9.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

I(t) ∼ f(χ∗)ei t Ω(χ∗)

χ∗+δ∫

χ∗−δ

exp [i t Ω
′′
(χ∗) (χ− χ∗)2/2 ]dχ. (9.28)

Èñïîëüçîâàâ âíîâü äîïóùåíèå, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä â àñèì-
ïòîòèêó âíîñèò áëèæàéøàÿ îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, çàìåíèì
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íà −∞, ∞. Ïîëàãàÿ òåïåðü χ− χ∗ = z è ó÷òÿ
÷åòíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ïåðåïèøåì ôîðìóëó (9.28) â âèäå

I(t) ∼ 2f(χ∗)ei t Ω(χ∗)

∞∫

0

exp [i t Ω
′′
(χ∗) z2/2 ]dz. (9.29)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Êîøè
∫

C

F (z)dz = 0
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äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F (z) = exp[i t Ω

′′
(χ∗)z2/2 ]. Çàìêíóòûé êîí-

òóð C ñîñòàâèì, êàê íà ðèñ. 9.7, èç ó÷àñòêîâ C1, CR, C2. Èíòåãðàë ïî
äóãå îêðóæíîñòè CR ðàäèóñà R ïðè R →∞ îáðàùàåòñÿ â íóëü (âû÷èñ-
ëåíèÿ îïóñêàåì).

Ðèñ. 9.7

Òîãäà èñêîìûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ëó÷ó −C2, óõîäÿùåìó
íà áåñêîíå÷íîñòü, íà êîòîðîì z = r exp(±iπ/4), z2 = ±ir2 (â çàâèñèìî-
ñòè îò çíàêà Ω

′′
(χ∗)), ïðè÷åì

∫

−C2

= exp(±iπ/4)

∞∫

0

exp [∓1
2

tΩ
′′
(χ∗) r2]dr = exp(±iπ/4)

1
2

√
2π

|Ω′′(χ∗)|
1√
t
,

ò. å. èñõîäíûé èíòåãðàë Ôóðüå âûðàçèëñÿ ÷åðåç âåùåñòâåííûé èíòåãðàë
Ïóàññîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (9.29) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó
îêîí÷àòåëüíîìó âèäó

I(t) ∼ f(χ∗)ei[ t Ω(χ∗)±π/4 ]

√
2π

|Ω′′(χ∗)|
1√
t
. (9.30)

Âûðàæåíèå (9.30) è îïðåäåëÿåò âêëàä, ñâÿçàííûé ñî ñòàöèîíàðíîé ôà-
çîé. Çàìåòèì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê t−1/2 è, çíà÷èò, ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàâíûì ÷ëåíîì â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè I(t) äëÿ áîëü-
øèõ t. Ìîæíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî îøèáêè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè âû-
âîäå ôîðìóëû (9.30) èç (9.27) ïóòåì çàìåíû f(χ) íà f(χ∗), à Ω íà
(1/2)Ω

′′
(χ∗)(χ− χ∗)2, è çàìåíû ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ (9.28) íà ±∞

îêàçûâàþòñÿ ïîðÿäêà 1/t.
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9.5. Î çàòóõàíèè è óñèëåíèè ýëåêòðîìàãíèò-

íîé âîëíû â ñðåäå

Êàê ñëåäóåò èç ìàòåðèàëà § 9.1, 9.2, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðî-
äèíàìèêè ïðîõîæäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïî ñðåäå ìîæåò áûòü
ñâÿçàíî òîëüêî ñ åå îñëàáëåíèåì. Îòêðûòèå ýôôåêòà óñèëåíèÿ âîëíû
ñðåäîé ñòàëî âîçìîæíûì â ðåçóëüòàòå ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè è
ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ëàçåðîâ è ìàçåðîâ. Ïîýòîìó äàííûé ïàðàãðàô
ìû ïîñâÿòèì êðàòêîìó èçëîæåíèþ ýëåìåíòàðíûõ êâàíòîâûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ïîíèìàíèþ ôèçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà êàê óñèëåíèÿ,
òàê è îñëàáëåíèÿ âîëíû ñðåäîé, ïðè÷åì, äëÿ êðàòêîñòè, ëþáóþ ýëåêòðî-
ìàãíèòíóþ âîëíó ìû çäåñü áóäåì íàçûâàòü ñâåòîì. (Ïîäðîáíî ìàòåðèàë
äàííîãî ïàðàãðàôà ìîæíî íàéòè â ïðåêðàñíûõ ó÷åáíèêàõ ïî ôèçè÷å-
ñêîé îïòèêå Àõìàíîâà�Íèêèòèíà è Áóòèêîâà.)

1. Íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ, ÷òî ýëåêòðîí â àòîìå ìîæåò èìåòü ëèøü
äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé ýíåðãèè. Ïóñòü â êàæäîì àòîìå ñîäåðæèòñÿ
îäèí îïòè÷åñêèé ýëåêòðîí ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè, êîòîðûå îáî-
çíà÷èì i, k, l, m, . . . Âîçüìåì àíñàìáëü àòîìîâ â 1ñì3 è ïîäñ÷èòàåì ÷èñ-
ëî àòîìîâ Ni ñ äàííîé ýíåðãèåé Ei. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ çàñåëåííî-
ñòüþ óðîâíÿ. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà àòîìîâ ïî ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿì
â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëüöìàíîâñêèì:

N ðàâí
i

N ðàâí
k

=
e−Ei/kT

e−Ek/kT
.

Ðàññìàòðèâàåìîå ðàâíîâåñèå � äèíàìè÷åñêîå. Îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ïîñòîÿííîãî îáìåíà êâàíòàìè ìåæäó ïîëåì èçëó÷åíèÿ è ìà-
òåðèàëüíûìè òåëàìè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû àòî-
ìîâ ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè è èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî êâàíòîâ â ïîëå èçëó-
÷åíèÿ. Êâàíòû ìîãóò ïîãëîùàòüñÿ àòîìàìè, êîòîðûå ïðè ýòîì ïåðåõî-
äÿò íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü, íàïðèìåð, îò óðîâíÿ Ei íà óðîâåíü Ek.
Íàïðîòèâ, ïðè ïåðåõîäå àòîìà ñ óðîâíÿ Ek íà Ei èçëó÷àåòñÿ êâàíò ñ
ýíåðãèåé

Ek − Ei = ~ω0, ~ = 1,054 · 10−27ýðã · c. (9.31)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îáìåí êâàíòàìè äîëæåí óðàâ-
íîâåøèâàòüñÿ äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû â îòäåëüíîñòè. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
ëèøü îäíó ÷àñòîòó, ïóñòü ñâÿçàííóþ ñ ïàðîé óðîâíåé i, k. Äëÿ äðóãèõ
÷àñòîò âñå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
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2. Ñïîíòàííûå è âûíóæäåííûå ïåðåõîäû. Ñ íèæíåãî óðîâíÿ

íà âåðõíèé ïåðåõîäû âîçìîæíû òîëüêî ñ ïîãëîùåíèåì êâàíòà ýíåðãèè,
ò. å. ïîä âëèÿíèåì èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî íà àòîì. Òàêèå ïåðåõîäû íàçû-
âàþòñÿ âûíóæäåííûìè. Ïåðåõîäû ñ âåðõíåãî óðîâíÿ íà íèæíèé ìîãóò
áûòü êàê âûíóæäåííûìè, ïîä âëèÿíèåì ïàäàþùåãî íà àòîì èçëó÷åíèÿ,
òàê è ñïîíòàííûìè, èëè ñàìîïðîèçâîëüíûìè, ïðîèñõîäÿùèìè íåçàâè-
ñèìî îò ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ν
(ñ)
ki , ν

(â)
ki ÷àñòîòû ñïîíòàííûõ è âûíóæäåííûõ

ïåðåõîäîâ k � i â åäèíèöå îáúåìà, à ÷åðåç ν
(â)
ik � c íèæíåãî íà âåðõíèé

(âûíóæäåííî), òî óñëîâèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

ν
(ñ)
ki + ν

(â)
ki = ν

(â)
ik . (9.32)

3. Êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà. Â 1916 ã. Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë
ýëåìåíòàðíóþ êâàíòîâóþ êàðòèíó äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó èç-
ëó÷åíèåì è âåùåñòâîì, ïðèâîäÿùóþ ê ïðàâèëüíîé ôîðìóëå äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà
(ôîðìóëå Ïëàíêà). Ïóñòü Aki � âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà k →
i â ñåêóíäó, Nk � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ íà âåðõíåì óðîâíå. Òîãäà

ν
(ñ)
ki = NkAki,

è ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óòî÷íåíèå ñìûñëà ïîñòîÿí-
íîé Aki. ×àñòîòà âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ ïðîïîðöèîíàëüíà ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ Uω íà ÷àñòîòå ω0 (ò. å. ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ
â åäèíèöå îáúåìà, ïðèõîäÿùåéñÿ íà ÷àñòîòó ω0.) Îáîçíà÷èì Bki, Bik

âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ â ñåêóíäó, îò-
íåñåííûå ê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ Uω. Òîãäà

ν
(â)
ki = NkBkiUω, ν

(â)
ik = NiBikUω.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (9.32) ïðèíèìàåò âèä

NkAki +NkBkiUω = NiBikUω.

Òàê êàê â ðàâíîâåñèè Nk ∼ exp(−Ek/kT ), Ni ∼ exp(−Ei/kT ), îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî

e−Ek/kT Aki + e−Ek/kT BkiUω = e−Ei/kT BikUω,

ðàçðåøèâ êîòîðîå îòíîñèòåëüíî Uω, ïîëó÷àåì

Uω =
Aki

Bki

1
(Bik/Bki)e(Ek−Ei)/kT − 1

.
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(Âåëè÷èíû Aki, Bki, Bik íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ýéíøòåéíà.) Òå-
ïåðü çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå T → ∞ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü èçëó÷åíèÿ òàêæå äîëæíà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Ýòî âîçìîæ-
íî ëèøü ïðè óñëîâèè

Bik = Bki.

Ïðè ýòîì ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (9.31) ïðèîáðåòàåò
âèä

Uω =
Aki

Bki

1
e~ω0/kT − 1

è ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Ïëàíêà äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ðàâíîâåñ-
íîãî èçëó÷åíèÿ, åñëè êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà ñâÿçàíû óñëîâèåì

Aki

Bki
=
~ω3

0

π2c3
.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû Ïëàíêà Ýéíøòåéíó
ïðèøëîñü ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííîãî (èëè, êàê ÷àñòî
ãîâîðÿò, èíäóöèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ), ïðè÷åì, êàê âûÿñíèëîñü, âåðîÿò-
íîñòè âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ ðàâíû.

4. Îòìåòèì ðàçíèöó ìåæäó ñïîíòàííûì è èíäóöèðîâàííûì èçëó÷å-
íèÿìè.

Èñïóùåííûå â ðåçóëüòàòå ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ êâàíòû èìåþò ñëó-
÷àéíîå íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñëó÷àéíóþ ïîëÿðèçàöèþ è ñëó-
÷àéíóþ ôàçó.

Êâàíòû, èñïóùåííûå â ðåçóëüòàòå âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ, êîððå-
ëèðóþò ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ñ èçëó÷åíèåì, êîòîðîå âûçûâàåò ïåðåõîä.
Âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå îáëàäàåò òîé æå ïîëÿðèçàöèåé, òåì æå íàïðàâ-
ëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ è òîé æå ôàçîé, ÷òî è âûíóæäàþùåå ïåðåõîä
èçëó÷åíèå. Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå ñâîéñòâî èíäóöèðîâàííîãî èçëó-
÷åíèÿ.

5. Âåðíåìñÿ ê ïðîõîæäåíèè ñâåòà ÷åðåç ñðåäó. Ðàññìîòðèì ïó÷îê
ñâåòà ñ ÷àñòîòîé ω0, ãäå ~ω0 = Ek−Ei. Ïóñòü Wω � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè â ïó÷êå, S = cWω � èíòåíñèâíîñòü ñâåòà (ïëîòíîñòü ïîòî-
êà ýíåðãèè), ìåíÿþùàÿñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïó÷êà (ñõåìàòè÷åñêèé ðèñ.
9.8). Îíà èçìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ êâàíòîâ àòîìàìè ñðåäû
Ni, ïðèâîäÿùåãî ê óìåíüøåíèþ ïëîòíîñòè ïîòîêà, è âñëåäñòâèå âûíó-
æäåííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìîâ Nk, ïðèâîäÿùåãî ê óâåëè÷åíèþ ïëîòíîñòè
Wω. Áàëàíñ ýíåðãèè ïó÷êà â ñëîå òîëùèíîé dz

S(z + dz)− S(z) = ~ω0(BkiNkWω −BikNiWω)dz = ~ω0B
S

c
(Nk −Ni)dz
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ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ èíòåíñèâíîñòè ñâåòà

dS

dz
= αS, ãäå α = ~ω0(Nk −Ni)B/c, B = Bki = Bik.

Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

S(z) = S0e
αz

âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â ñðåäå ìåíÿåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó, ïðè÷åì çíàê ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû çàâèñèò îò çíàêà ðàçíîñòè
çàñåëåííîñòåé óðîâíåé (Nk −Ni).

Åñëè ñðåäà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, òîNk/Ni =
e−~ω0/kT . Íàïðèìåð, äëÿ âèäèìîãî èíòåðâàëà ÷àñòîò è êîìíàòíîé òåì-
ïåðàòóðû èìååì ~ω0/kT ≈ 102, ò. å. òåïëîâîé çàñåëåííîñòüþ âåðõíåãî
óðîâíÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è äëÿ èíòåíñèâíîñòè çàïèñàòü

S(z) = S0e
−|α|z, |α| = ~ω0NB/c.

Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò ïðèâû÷íîå óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â
ñðåäå (çàêîí Áóãåðà). Òî åñòü ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç âûÿâëÿåò è ìå-
õàíèçì ýòîãî óìåíüøåíèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñëåäóþùåì. Â ðåçóëüòàòå
âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ àòîìîâ i → k ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïó÷êà óìåíü-
øàåòñÿ. Ïðè ïåðåõîäå k → i ÷àñòü êâàíòîâ âîçâðàùàåòñÿ â ïó÷îê, íî
òîëüêî ÷àñòü � êâàíòû, èñïóùåííûå â ðåçóëüòàòå âûíóæäåííûõ ïåðå-
õîäîâ. Êâàíòû, èñïóùåííûå ñïîíòàííî, â ïó÷îê íå âîçâðàùàþòñÿ, êàê
ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñ. 9.8, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ñóììàð-
íîãî óìåíüøåíèÿ åãî èíòåíñèâíîñòè.

Ðèñ. 9.8

6. Óñëîâèÿ óñèëåíèÿ. Åñëè ïðèâåñòè ñèñòåìó àòîìîâ â íåðàâíîâåñ-
íîå ñîñòîÿíèå, íàðóøèòü ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà, ñäåëàâ Nk > Ni (ò.
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å. ñîçäàòü èíâåðñíóþ çàñåëåííîñòü óðîâíåé), òîãäà êîýôôèöèåíò α > 0
è ñðåäà äåéñòâóåò êàê óñèëèòåëü ñâåòîâîãî ïîòîêà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîçäà-
âàòü ãåíåðàòîðû è óñèëèòåëè âîëí, îñíîâàííûå íà èíäóöèðîâàííîì èç-
ëó÷åíèè, êîòîðûå äëÿ ñâåòîâîãî äèàïàçîíà íàçûâàþòñÿ ëàçåðàìè, à äëÿ
ìèêðîâîëíîâîãî � ìàçåðàìè. Â ïîëíîì âèäå êîíöåïöèþ ëàçåðà ðàçðà-
áîòàëè àêàäåìèêè Áàñîâ, Ïðîõîðîâ â ÑÑÑÐ è Òàóíñ, Øàâëîâ â ÑØÀ.
Â 1964 ã. Áàñîâó, Ïðîõîðîâó è Òàóíñó áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ
ïðåìèÿ.
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Ãëàâà 10

ÑÒÎß×ÈÅ ÂÎËÍÛ.
ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÛ.
ÂÎËÍÎÂÎÄÛ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ âîëí â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè, ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðåçîíàòîðàì è âîëíîâîäàì, ÿâëÿþùèìñÿ îñíîâíûìè ýëå-
ìåíòàìè ÑÂ×-òåõíèêè. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ èçó÷åíèåì êèíåìàòèêè ïî-
ëåé â ïðîñòåéøèõ âàðèàíòàõ íàçâàííûõ óñòðîéñòâ â íóëåâîì ïðèáëè-
æåíèè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ãðàíèö è íå îáñóæäàåì ïîäðîáíî âîïðîñû
âîçáóæäåíèÿ ýòèõ ïîëåé. Âñëåäñòâèå ìàëîñòè òîëùèíû ñêèí-ñëîÿ ïðè
÷àñòîòàõ ÑÂ×-äèàïàçîíà, ó÷åò ïîòåðü, îáóñëîâëåííûõ êîíå÷íîé ïðî-
âîäèìîñòüþ, íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ïåðåñòðîéêå ïîëåé íóëåâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïîýòîìó äàííûå ðåçóëüòàòû èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå
çíà÷åíèå, ïîçâîëÿÿ îáúÿñíèòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè â äåéñòâèè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óñòðîéñòâ. Ó÷åò êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê, îñóùå-
ñòâëÿåìûé ñ ââåäåíèåì ïðèáëèæåííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ëåîíòîâè-
÷à, çäåñü ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ïðèìåðå âîçáóæäåíèÿ âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé ïîëåé â ïëîñêîé ùåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñóæäåíî ïîíÿòèå
äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà.

Íà÷íåì ãëàâó ñ ðàññìîòðåíèÿ ñòîÿ÷èõ âîëí è ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ
ðåøåíèé äëÿ ïðîñòåéøèõ ðåçîíàòîðà è âîëíîâîäà.
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10.1. Ñòîÿ÷èå âîëíû

1. Ýòî íàçâàíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âîëíû, ïîëó÷àþùåéñÿ
îò ñëîæåíèÿ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí. ×òîáû óâèäåòü õàðàêòåð-
íûå ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè íàçâàòü ñòîÿ÷åé
âîëíîé (â ïðîòèâîâåñ ¾íîðìàëüíîé¿ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíå), âîçü-
ìåì ïëîñêóþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ñòåíêó (ðèñ. 10.1) è áðîñèì íà íåå
ïî íîðìàëè âîëíó ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì

Eïàä(z, t) = Ê0e
i(−kz−ωt) (k = ω/c = 2π/λ). (10.1)

Ðèñ. 10.1

Òàê êàê âíóòðè ñòåíêè E ≡ 0, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòðàæåííîé âîëíû
ìîæíî âûïèñàòü ñðàçó â âèäå

Eîòð(z, t) = −Ê0e
i(kz−ωt), (10.2)

èìåÿ â âèäó, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè Eτ íà ãðàíèöå z = 0
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà ïîëÿðèçàöèè ïà-
äàþùåé âîëíû ïîêà íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå ââîäèòñÿ; ñ÷èòàåì, ÷òî Ê0

� ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, èìåþùàÿ êîìïîíåíòû ïî íà-
ïðàâëåíèÿì x, y, ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðó kïàä.

Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ïîëåé (10.1), (10.2) èìååì

EΣ(z, t) = −2iÊ0 sin kz e−iωt, (10.3)

à ñóììàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ñêëàäûâàþùååñÿ èç ñîñòàâëÿþùèõ

Bïàä = [−ez × Ê0]ei(−kz−ωt), Bîòð = [ez × (−Ê0)]ei(kz−ωt),
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108 Ãëàâà 10. Ñòîÿ÷èå âîëíû. Ðåçîíàòîðû. Âîëíîâîäû
îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (7.31) ïðè εµ = 1, ïðèîáðåòàåò âèä

BΣ(z, t) = −2[ez × Ê0] cos kz e−iωt. (10.4)

Ðåçóëüòèðóþùèå ïîëÿ (10.3), (10.4) îáëàäàþò õàðàêòåðíûìè îñîáåííî-
ñòÿìè. Âî-ïåðâûõ, ýòî � íåçàâèñèìîñòü ôàçû êîëåáàíèé îò ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êîîðäèíàòû, òàê ÷òî êàæäîå èç ïîëåé EΣ,BΣ ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω ñèíôàçíî â ïðîñòðàíñòâå, íî â êàæäîé òî÷êå ñî
ñâîåé àìïëèòóäîé. Âî-âòîðûõ, â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò ôèêñèðîâàí-
íûå ïëîñêîñòè (óçëû), ãäå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðàâíû íóëþ. Äëÿ ïîëÿ
EΣ ýòî ïëîñêîñòè kzn = nπ, à äëÿ BΣ � kzn = nπ+π/2 (n = 0, 1, 2, . . .).
Ìåæäó óçëàìè íàõîäÿòñÿ ïëîñêîñòè ìàêñèìàëüíûõ àìïëèòóä (ïó÷íî-
ñòè). Òðåòüþ îñîáåííîñòü � îòñóòñòâèå ïåðåíîñà ýíåðãèè â ïîëÿõ (10.3),
(10.4), ò. å.

< Sz >= 0,

ïîêàæåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì (7.19) âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðó Ïîéíòèíãà. Èìååì

< Sz >=
c

4π

1
2
Re[Ê∗Σ×B̂Σ]z =

c

8π
(−4 sin kz cos kz)Re[iÊ∗0×[ez×Ê0]]z = 0,

òàê êàê Re[iÊ∗0 × [ez × Ê0]]z = Re[ i| Ê0 |
2
] = 0.

Èìåííî ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà õàðàêòåðíû äëÿ ñòîÿ÷åé âîëíû.
2. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ¾êîíñòðóêöèþ¿ ïîëåé â ýòîé âîëíå,

îò îáùåãî ñëó÷àÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû Ê0 îáðàòèâøèñü ê äâóì êîí-
êðåòíûì ñëó÷àÿì.

Ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ïóñòü Ê0 = E0ex, E0 � âåùåñòâåííàÿ
êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì ïîëÿ

EΣ(z, t) = −2E0 sin kz sin ωt ex,

BΣ(z, t) = −2E0 cos kz cos ωt ey

(10.5)

â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, íàïîìèíàÿ
ýòèì ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, íî ïî ôàçå ñäâèíóòû íà π/2.
Ïîýòîìó, íàïðèìåð, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìàêñèìàëüíî, ìàãíèòíîå
ïîëå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå îáðàùàåòñÿ â íóëü, è îáðàòíî.

Êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Åé ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíàÿ àìïëèòó-
äà

Ê0 = E0(ex + iey).
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììàðíûé âåêòîð EΣ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
ñîâåðøàåò âðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωez áåç èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ.
Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî âåêòîð BΣ äîëæåí âåñòè ñåáÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. Ôîðìóëû

EΣ(z, t) = −2iE0(ex + iey) sin kz e−iωt,

BΣ(z, t) = 2iE0(ex + iey) cos kz e−iωt,

ïîëó÷àþùèåñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èç ñîîòíîøåíèé (10.3), (10.4),
èëè èõ âåùåñòâåííûå àíàëîãè

EΣ(z, t) = −2E0 sin kz(ex sin ωt− ey cosωt),

BΣ(z, t) = 2E0 cos kz(ex sin ωt− ey cos ωt),

ïîäòâåðæäàÿ âûñêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ, äåìîíñòðèðóþò åùå îäíó îñî-
áåííîñòü, íåïðèâû÷íóþ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Çäåñü ïîëÿ EΣ,BΣ

â ëþáîé òî÷êå, âðàùàþùèåñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωez, ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.2. Ìîäóëè |EΣ| = 2E0| sin kz|, |BΣ| =
2E0| cos kz| çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z òàê, ÷òî â íàçâàííûõ ðàíüøå ïëîñ-
êîñòÿõ zn = nπ/k = nλ/2 è zn = (nπ + π/2)/k = nλ/2 + λ/4 ïðèíèìàþò
ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 10.2

10.2. Ñòîÿ÷èå âîëíû ïðè îòðàæåíèè îò ñòåí-
êè êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè

1. Èñïîëüçîâàííîå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðåäïîëîæåíèå σ = ∞,
ïîçâîëÿþùåå íå ó÷èòûâàòü ïðîíèêíîâåíèå âîëíû çà ãðàíèöó ðàçäåëà
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110 Ãëàâà 10. Ñòîÿ÷èå âîëíû. Ðåçîíàòîðû. Âîëíîâîäû
è èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå Eτ = 0, ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, èäåàëè-
çàöèåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûå âîïðîñû: êàê ñåáÿ
ïðîÿâëÿåò êîíå÷íîñòü ïðîâîäèìîñòè â ñòðóêòóðå ñòîÿ÷åé âîëíû, âîç-
íèêàþùåé ïðè îòðàæåíèè, íàïðèìåð, îò ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, è
êàêîâà ìîùíîñòü ïîòåðü (èëè ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ïîãëîùå-
íèÿ) ïðè îòðàæåíèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íåîáõîäèìî ñõåìó èç ðèñ.
10.1, ñîñòîÿùóþ èç ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, äîïîëíèòü ïðîõîäÿ-
ùåé âîëíîé, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Èññëåäîâàíèå
ñòðóêòóðû ýòîé âîëíû äàñò íàì âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü íåäîñòà-
þùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè âçàìåí óñëîâèÿ
Eτ = 0.

2. Ñ ïîäîáíîé ïðîáëåìîé íàì ïðèäåòñÿ âñòðåòèòüñÿ è â ñëåäóþùèõ
ðàçäåëàõ. Ïîýòîìó ñòðóêòóðó âîëíû, ïðîíèêàþùåé â òîëùó ìåòàëëè÷å-
ñêîãî ïðîâîäíèêà, è âûòåêàþùåå îòñþäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå ìû ðàññìîò-
ðèì â áîëåå îáùåì âèäå. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî â ìåòàëëàõ äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü (9.1) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé, ïðè÷åì òàêîé,
÷òî â îáëàñòè ðàäèî÷àñòîò åå âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
è ïðèíÿòü

ε(ω) = i (4πσ/ω) (σ À ω).

Òîãäà âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ ïðîõîäÿùåé â ìåòàëëè÷åñêóþ ñòåíêó âîëíû
áóäåò

k =
√

ε(ω) ω/c =
√

2i
√

2πσω/c

(ïðèíèìàåì µ = 1), à ñòðóêòóðà ïîëåé â âîëíå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âû-
ðàæåíèÿìè, ñëåäóþùèìè èç ñîîòíîøåíèé (7.31),

Ê(ξ) = Ê0e
ikξ τ,

Ĥ(ξ) = ε(ω)[n× Ê(ξ)] = ε(ω)Ê0e
ikξ [n× τ ],

ãäå ξ � êîîðäèíàòà âäîëü íàïðàâëåíèÿ âíóòðåííåé íîðìàëè ê îòðàæàþ-
ùåé ïîâåðõíîñòè, τ � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé (ñì. ðèñ. 10.3). Â
êà÷åñòâå k è

√
ε(ω) çäåñü íåîáõîäèìî ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ

ïðè âûáîðå
√

2i = +(1+ i). Òîãäà ïîñëåäíèå ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò âèä,
èçâåñòíûé íàì èç òåîðèè ñêèí-ýôôåêòà

Ê(ξ) = Ê0exp{−(1− i)
ξ

δ
} τ,

Ĥ(ξ) = (1 + i)
√

2πσ

ω
Ê0exp{−(1− i)

ξ

δ
} [n× τ ],

(10.6)
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ãäå δ = c/

√
2πσω � òîëùèíà ñêèí-ñëîÿ. Ïîñëåäíÿÿ â óñëîâèÿõ σ À ω

íàìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå λ0 = c 2π/ω,
òàê êàê

δ

λ0
=

1
2π

√
ω

2πσ
¿ 1.

(Íàïðèìåð, äëÿ ìåäè (σ = 5·1017 c−1) ïðè ÷àñòîòå ω = 2π·1010 c−1, ñî-
îòâåòñòâóþùåé äëèíå âîëíû λ0 = 3ñì, îòíîøåíèå δ/λ0 ∼ 2·10−5.)

Èç ñîîòíîøåíèé (10.6) ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿ âíóòðè ìåòàëëà è íà åãî
ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

√
ω

2πσ
Ht = (1 + i)[n×Et] (10.7)

(çäåñü íèæíèå èíäåêñû t ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïîëÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ òàíãåíöèàëüíûìè.) Òàê êàê íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîëÿ Et,Ht

íåïðåðûâíû, ýòèì æå ñîîòíîøåíèåì äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ïîëÿ ñ âíåø-
íåé ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò êîíå÷íîé ïðîâîäè-
ìîñòè ïðèâîäèò ê çàìåíå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Eτ = 0 íà óñëîâèå (10.7)
(ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ëåîíòîâè÷à), ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé òàíãåíöè-
àëüíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè
ìåòàëëà.

3. Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê çàäà÷å îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè
ìåòàëëà (ðèñ. 10.4), îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ
âîëí, ñ÷èòàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 ε = µ = 1.

Ðèñ. 10.3 Ðèñ. 10.4

Ïóñòü ïîëÿ â ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëíå ðàâíû

Eïàä = Ê0e
i(−kz−ωt)ey, Eîòð = Ê1e

i(kz−ωt)ey,

Bïàä = Ê0e
i(−kz−ωt)ex, Bîòð = −Ê1e

i(kz−ωt)ex.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû Ê1 ñëóæèò ãðàíè÷íîå óñëîâèå
(10.7). Íà ãðàíèöå x = 0 ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ðàâíû

Ĥt = (Ê0 − Ê1)ex, Êt = (Ê0 + Ê1)ey,

à íîðìàëüþ n ñëóæèò −ez. Ïðè ýòîì, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ââåñòè îáî-
çíà÷åíèå

χ =
√

ω

2πσ
= 2π

δ

λ0
, (10.8)

óñëîâèå (10.7) ïðèíèìàåò âèä

χ(Ê0 − Ê1) = (1 + i)(Ê0 + Ê1),

îòêóäà
Ê1 = −Ê0

1 + i− χ

1 + i + χ
. (10.9)

Òîãäà ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ Eïàä è Eîòð ïðèîáðåòàåò âèä

EΣ(z, t) = 2Ê0
(1− i) sin kz + χ cos kz

1 + i + χ
e−iωt ey

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç äâóõ ñòîÿ÷èõ âîëí. Ïåðâàÿ èç íèõ
àíàëîãè÷íà ñòîÿ÷åé âîëíå (10.3) (ïðè χ = 0 ñîâïàäàåò ñ íåé) è õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ñèñòåìîé óçëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè.
Âòîðàÿ èìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ àìïëèòóäó è åå ïó÷íîñòè ñîâïà-
äàþò ñ óçëàìè ïåðâîé, îáåñïå÷èâàÿ íåíóëåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà
ïîâåðõíîñòè, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîòåêàíèÿ òîêà â îòðàæàþùåé ñðåäå.

Ìîùíîñòü ïîòåðü, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè îòðàæàþùåé
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ óñðåäíåííîé ïî âðåìåíè z-êîìïîíåíòîé âåê-
òîðà Ïîéíòèíãà êàê −< Sz > . Âûïèñàâ ñóììàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå
BΣ = Bïàä + Bîòð â âèäå

BΣ(z, t) = 2Ê0
(1 + i) cos kz − iχ sin kz

1 + i + χ
e−iωt ex,

äëÿ < Sz > = − c

4π

1
2

Re(ÊΣB̂∗
Σ) íåñëîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

< Sz > = − c

2π
| Ê0 |2 χ

(1 + χ)2 + 1
.
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10.3. Äâà ïðèìåðà âîëí â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ 113
(Ïóñòü ýòî áóäåò çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ.) Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå χ ¿ 1 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

− < Sz >= 2χ < S0 >, ãäå < S0 >=
c

8π
| Ê0 |

2−

ìîäóëü óñðåäíåííîãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà ïàäàþùåé âîëíû (ñì. (7.38)).
Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðè îòðàæå-
íèè îò ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè − < Sz > / < S0 > ðàâåí 2χ è ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì δ/λ0.

10.3. Äâà ïðèìåðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ

Âñïîìíèì, ÷òî â ÷.1 äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòåé ñ
ãðàíèöàìè ïðèìåíèòåëüíî ê ñòàöèîíàðíûì ïîëÿì ìû ñòðîèëè, èñïîëüçóÿ êîìáèíà-
öèè ìîäåëüíûõ ðåøåíèé (¾ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ïîëÿ¿, ¾ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çà-
ðÿäà¿, ¾ïîòåíöèàë äèïîëÿ¿ è äð.). Äëÿ âîëíîâûõ ïîëåé ïîäîáíûé ìåòîä êîíñòðóèðî-
âàíèÿ ðåøåíèé òàêæå óìåñòåí. Îäíàêî âîçìîæíîñòè åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîêà îãðàíè-
÷åíû áåäíîñòüþ íàëè÷íîãî àññîðòèìåíòà ìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Ôàêòè÷åñêè â íàøåì
ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íàáîð òî÷íûõ ðåøåíèé â âèäå ìîíîõðîìàòè-
÷åñêèõ ïëîñêèõ âîëí (âïîñëåäñòâèè ýòîò íàáîð áóäåò ðàñøèðåí). Òåì íå ìåíåå, êàê
ìû óâèäèì âñêîðå, êîìáèíèðóÿ íåñêîëüêî òàêèõ âîëí, ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ,
ñïðàâåäëèâûå äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé. À ïîêà ïîäîáíûì ñïîñîáîì, íàêëàäûâàÿ
âñåãî ïî äâå âîëíû (ïàäàþùóþ è îòðàæåííóþ), ñîñòàâèì ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ äâóõ
òèïîâ: äëÿ ðåçîíàòîðà è äëÿ âîëíîâîäà.

1. Ïåðâûå èç íàçâàííûõ ðåøåíèé (10.3), (10.4) (èëè áîëåå ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ (10.5)) ôàêòè÷åñêè ó íàñ óæå âûïèñàíû. Íî äî ñèõ ïîð îíè
ðàññìàòðèâàëèñü êàê îòíîñÿùèåñÿ ê ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè z > 0 ñ
åäèíñòâåííîé ãðàíèöåé z = 0. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî è äëÿ îãðàíè÷åííîé
ïî z îáëàñòè 0 < z < z0 â âèäå ùåëè ìåæäó äâóìÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùè-
ìè ãðàíèöàìè (èäåàëüíûìè ïëîñêèìè çåðêàëàìè) ðàññìàòðèâàåìûå ðå-
øåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ïðèãîäíûìè, âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
z0, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
EΣ(z0) = 0.

Èç ìàòåðèàëà ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðî-
âàííîé äëèíå âîëíû â êà÷åñòâå z0 ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå èç çíà÷åíèé
nλ/2, n = 1, 2, 3, . . . Ïðè ýòîì ëþáàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
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ùåëè, íàïðèìåð, EΣx, äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îòñòîÿùèõ íà ïîë-
ïåðèîäà, èìååò ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 10.1(á) (äëÿ n = 3).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé øèðèíû ùåëè ñïðàâåäëèâî áóäåò óòâåðæäåíèå
â ñëåäóþùåì âèäå. Ïóñòàÿ ùåëü øèðèíû a ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè
çåðêàëàìè äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí (10.3), (10.4) (èëè
(10.5)), åñëè ÷àñòîòà ω èìååò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ωn, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ

kna = nπ, ãäå kn = ωn/c.

Èíûìè ñëîâàìè, ùåëåâîé ðåçîíàòîð (òàê ìîæíî íàçâàòü ðàññìàòðèâà-
åìóþ ùåëü) îáëàäàåò íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

ωn = nπc/a, n = 1, 2, 3, . . . , (10.10)

ïðè êîòîðûõ îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (7.21) â îáëàñòè 0 <
z < a äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Eτ = 0. Ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå
ωmin = ω1 = πc/a ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû λmax = 2a, âäâîå ïðåâû-
øàþùàÿ øèðèíó ùåëè.

2. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê íàëîæåíèþ íàêëîííî ïàäàþùåé è îòðàæåí-
íîé îò ïëîñêîñòè x = 0 âîëí, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.5, îãðàíè÷èâ-
øèñü ñëó÷àåì ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âîëí çàïèøåì â âèäå

Eïàä = E0e
i(−γx+kz−ωt)ey,

Eîòð = −E0e
i(γx+kz−ωt)ey,

âîñïîëüçîâàâøèñü íåëîãè÷íûìè, íà ïåðâûé âçãëÿä, îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ
êîìïîíåíò âîëíîâûõ âåêòîðîâ

kïàä = −γex + kez, kîòð = γex + kez

(γ, k � íåíóëåâûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
√

γ2 + k2 = ω/c).

Ðèñ. 10.5
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10.4. Ðåçîíàòîðû 115
Â ðåçóëüòèðóþùåé âîëíå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî

EΣ = −2iE0 sin γx ei(kz−ωt)ey, (10.11)

îòêóäà âèäíî, ÷òî çäåñü ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé íåïëîñ-
êîé âîëíîé, áåãóùåé â íàïðàâëåíèè îñè z ñ àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû x, ïðè÷åì â ôèêñèðîâàííûõ ïëîñêîñòÿõ x =
= xn = nπ/γ, n = 1, 2, 3, . . . , êàê è â ïëîñêîñòè x = 0, èìååì EΣy = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå
(10.11) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Eτ = 0 íà ãðàíèöàõ, îáðàòèìñÿ ê ñè-
ñòåìå ïëîñêîñòåé, â êîòîðûõ EΣτ = 0. Ýòî, âî-ïåðâûõ, âñå ïëîñêîñòè
y = const, ò. ê. ïîëå EΣ âåçäå èìååò òîëüêî y-êîìïîíåíòó, è, âî-âòîðûõ,
îòìå÷åííûå âûøå ïëîñêîñòè x = 0 è x = xn. Ñëåäîâàòåëüíî, áåñêî-
íå÷íàÿ òðóáà ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 0 < x < a, 0 < y < b
(ðàçìåðû a, b � ïðîèçâîëüíûå) ìîæåò ñëóæèòü òîé îãðàíè÷åííîé ïî x, y
îáëàñòüþ, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå (10.11) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó

BΣ = 2
E0

ω/c
[−γ cos γx ez + ik sin γx ex]ei(kz−ωt) (10.12)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà äëÿ ε = µ = 1 è âñåì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì, åñëè ïàðàìåòð γ ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé

γm = mπ/a, m = 1, 2, 3, . . .

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå ðåøåíèå, äå-
ìîíñòðèðóþùåå âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïî âîëíîâîäó êîí-
êðåòíîãî (â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî) ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

10.4. Ðåçîíàòîðû

1. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óïîìÿíóëè ðåçîíàòîð, êîììåíòèðóÿ
ðåøåíèå, ïðèñïîñîáëåííîå äëÿ îïèñàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîëÿ
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â âèäå ïëîñêîé ùåëè. Òåïåðü çà-
ìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîëîñòü, îêðóæåííàÿ õîðîøî ïðîâîäÿùèìè ãðàíèöà-
ìè, ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàòîðîì, îáëàäàþùèì ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Ïðè
èäåàëüíûõ ãðàíèöàõ áåç ñîïðîòèâëåíèÿ êîëåáàíèÿ ïîëÿ â ðåçîíàòîðå,
áóäó÷è âîçáóæäåíû âíåøíèì èñòî÷íèêîì, ïðîèñõîäÿò áåç çàòóõàíèÿ,
à ïðè íàëè÷èè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ ïîääåðæàíèÿ
íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå âíåøíåãî èñòî÷íèêà.
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Â êà÷åñòâå òàêîãî èñòî÷íèêà ìîæåò ñëóæèòü ìåòàëëè÷åñêèé øòûðü, íà
êîòîðûé ïîäàåòñÿ ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå, ââîäèìûé â ðåçîíàòîð. ×à-
ñòî èñòî÷íèêîì ñëóæèò ýëåêòðîííûé ïó÷îê ñ ìîäóëèðîâàííûì òîêîì,
ïðîïóñêàåìûé ÷åðåç ïîëîñòü. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, à ôàçà êîëåáàíèé òîêà óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ òàê, ÷òî ñãóñòêè ýëåêòðîíîâ ïó÷êà â ñðåäíåì çà ïåðèîä ñîâåðøàþò
ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó ïðîòèâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðåçîíàòîðå.

2. Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è êîíôè-
ãóðàöèè ïîëåé âíóòðè çàìêíóòîé ïîëîñòè, ñ÷èòàÿ ãðàíèöû èäåàëüíî
ïðîâîäÿùèìè. Ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ïîëÿ E(r, t) = Ê(r) e−iωt,B(r, t) =
B̂(r) e−iωt âíóòðè îáëàñòè ïîä÷èíÿþòñÿ äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì
èç ñèñòåìû (7.21) (ïðè ε = µ = 1)

rotÊ = i
ω

c
B̂, rotB̂ = −i

ω

c
Ê (10.13)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

Eτ |Γ = 0, Bn|Γ = 0. (10.14)

Êàê ìíîãîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëîñü, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ äëÿ Eτ àâòîìà-
òè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ (10.14). Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå èñêîìîé ôóíêöèè ïðèìåì ïîëå Ê(r), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâ-
íåíèþ Ãåëüìãîëüöà (7.24)

∆Ê +
ω2

c2
Ê = 0 (10.15)

è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

divÊ = 0. (10.16)

Êàçàëîñü áû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è çàâåðøåíà: òðåáó-
åòñÿ íàéòè ïîëå Ê(r), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (10.15) è óñëîâèÿì
(10.14), (10.16). Íî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñåì íàçâàííûì òðåáîâàíèÿì
óäîâëåòâîðÿåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå Ê(r) ≡ 0. Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç îïû-
òà ñ ùåëåâûì ðåçîíàòîðîì, ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íåîáõîäèìî âèäîèç-
ìåíèòü: òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ω∗ è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èì íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé Ê∗(r) óðàâíåíèÿ (10.15),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (10.14), (10.16).

Ìû âïåðâûå ïîëó÷èëè çäåñü òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ èëè ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ïîëîñòè, à ñîáñòâåííûå
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ôóíêöèè Ê∗(r) âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè B̂∗(r), âûðàæàåìûìè ÷åðåç Ê∗(r)
ïî ïåðâîìó èç ñîîòíîøåíèé (10.13), îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
ïîëÿ â ðåçîíàòîðå, èëè åãî ìîäû.

×èñëî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðåçîíàòîðà áåñêîíå÷íî, è îíè
ñîñòàâëÿþò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ïîðÿäîê âåëè÷èíû íàèìåíüøåãî èç
íèõ åñòü c/l, ãäå l �õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð ïîëîñòè. Ýòî î÷å-
âèäíî óæå èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ò. ê. l åñòü åäèíñòâåííûé ðàç-
ìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïðè áåñêîíå÷íîé
ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê ðåçîíàòîðà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò áåç
çàòóõàíèÿ, ò. å. ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè.

3. Âûñêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðîñòåéøåì ïðè-
ìåðå ðåçîíàòîðà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëåëëåïèïåäà ñ ðàçìåðàìè
a, b è d (ðèñ. 10.6).

Ðèñ. 10.6

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êàæäàÿ èç òðåõ êîì-
ïîíåíò èñêîìîãî ïîëÿ Ê(x, y, z), óäîâëåòâîðÿÿ ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ
Ãåëüìãîëüöà âèäà (7.25), äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
òèïà âûïèñàííûõ çäåñü äëÿ êîìïîíåíòû Êx :

Êx|y=0,y=b = 0, Êx|z=0,z=d = 0. (10.17)

Òî åñòü êàæäàÿ èç êîìïîíåíò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíÿõ ïàðàëåëëå-
ïèïåäà îáÿçàòåëüíî ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
Êx, Êy, Êz çäåñü ñëåäóåò áðàòü ïðîèçâåäåíèÿ òèïà sin αx sin βy cos γz, êî-
òîðûå, êàê è ïðîèçâåäåíèÿ exp(iαx), exp(iβy), exp(iγz) èç óïðàæíåíèÿ
§ 7.5, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (7.25) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

α2 + β2 + γ2 = ω2/c2 (10.18)
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(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî εµ = 1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîëå â êàæäîé
òî÷êå âíóòðè îáëàñòè îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ
(10.16), ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ íåòðóäíî óãàäàòü:

Êx = E1 cosαx sin βy sin γz,

Êy = E2 sin αx cos βy sin γz,

Êz = E1 sin αx sin βy cos γz.

Çäåñü ñèíóñîèäàëüíûå ìíîæèòåëè â êàæäîì èç âûðàæåíèé âçÿòû òàê,
÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
òèïà (10.17), ïðèäàâàÿ êîíñòàíòàì α, β, γ çíà÷åíèÿ

α =
mπ

a
, β =

nπ

b
, γ =

pπ

d
, (10.19)

ãäå m,n, p � öåëî÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Êîñèíóñîèäàëüíûå ìíîæèòåëè
ïðèíÿòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû divÊ ïðèîáðåòàëà ôîðìó

divÊ = −(E1α + E2β + E3γ) sin αx sin βy sin γz,

äîïóñêàþùóþ òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â íóëü çà ñ÷åò óñëîâèÿ

E1
m

a
+ E2

n

b
+ E3

p

d
= 0. (10.20)

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ðåçîíàòîðà ñóùåñòâóþò ïðè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ

ωmnp = cπ

√
(
m

a
)2 + (

n

b
)2 + (

p

d
)2, (10.21)

âûòåêàþùèõ èç óñëîâèÿ (10.18) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (10.19), è çàäàâàå-
ìûõ íàáîðîì òðåõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ m,n, p. Ïðè ýòîì â îáùåì
ñëó÷àå âñå òðè êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî ïîëÿ Êmnp(x, y, z) exp(−iωmnpt)
îòëè÷íû îò íóëÿ è îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Êx = E1 cos
mπ

a
x sin

nπ

b
y sin

pπ

d
z,

Êy = E2 sin
mπ

a
x cos

nπ

b
y sin

pπ

d
z,

Êz = E3 sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y cos

pπ

d
z,

(10.22)
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ïðè÷åì àìïëèòóäû E1, E2, E3 ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèþ (10.20).

Ìàãíèòíîå ïîëå B̂mnp(x, y, z) exp(−iωmnpt) îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10.13):

B̂mnp = − i

ω/c
rot Êmnp(x, y, z). (10.23)

Íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ i â ýòîì âûðàæåíèè îçíà÷àåò, ÷òî ïîëÿ B è E â ðå-
çîíàòîðå ñäâèíóòû ïî ôàçå íà π/2. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â îáúåìíîì
ðåçîíàòîðå, êàê è â ëþáîé ýëåêòðîìàãíèòíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå,
ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíûé ïðîöåññ îáìåíà ýíåðãèé ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì
è ìàãíèòíûì ïîëÿìè. Äâàæäû çà ïåðèîä ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïåðåõîäèò â ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è íàîáîðîò.

4. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî êîíôèãóðàöèþ ïîëåé äëÿ ñëó÷àÿ ìè-
íèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (10.21),
åñëè îäíî èç çíà÷åíèé m,n, p ïîëîæèòü ðàâíûì 0, à äâà äðóãèå ïðèíÿòü
ðàâíûìè 1. Êîãäà, íàïðèìåð, ðàçìåð a ïî îñè x, êàê íà ðèñ. 10.6, ìåíü-
øå äâóõ äðóãèõ, ò. å. a < (b, d), ñëåäóåò ïðèíÿòü m = 0, n = p = 1, è
òîãäà

ωmin = ω011 = cπ
√

(1/b)2 + (1/d)2.

Ýòîé ÷àñòîòå, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (10.22), (10.23), ñîîòâåòñòâóåò
ïðîñòåéøàÿ ìîäà êîëåáàíèé, äëÿ êîòîðîé ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

E(y, z, t) = E0 sin
πy

b
sin

πz

d
e−iω011t ex (10.24)

âñþäó ïåðïåíäèêóëÿðíî ê âûäåëåííûì ãðàíÿì x = 0, x = a, à ìàãíèòíîå
ïîëå

B(y, z, t) = −i
E0

ω/c
(
π

d
sin

πy

b
cos

πz

d
ey − π

b
cos

πy

b
sin

πz

d
ez)e−iω011t

(10.25)
ïàðàëëåëüíî ýòèì ãðàíÿì, ïðè÷åì îáà ïîëÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x.
Ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ B, íåèçìåííûå âî âðåìåíè, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè
x = const, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10.7 äëÿ ïðèìåðà ïàðàëåëëåïèïåäà ñî
ñòîðîíàìè b = 2d.

Ïîëÿ (10.24), (10.25) ñîñòàâëÿþò ñòîÿ÷óþ âîëíó, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí (â äàííîì ñëó÷àå ÷åòûðåõ
âîëí) ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè ±k1,±k2,

k1 = (π/b)ey + (π/d)ez , k2 = (π/b)ey − (π/d)ez .

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âûðàçèâ ñèíóñû â ñîîòíîøåíèè (10.24) ÷åðåç ìíèìûå ýêñ-
ïîíåíòû ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëå Ex ïðèíèìàåò èñêîìûé âèä

Ex(y, z, t) = −E0

4
{ei(k1r−ωt) − ei(k2r−ωt) − ei(−k2r−ωt) + ei(−k1r−ωt)} (10.26)
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Ðèñ. 10.7 Ðèñ. 10.8

(çäåñü ÷àñòîòà ω011 äàíà áåç èíäåêñîâ). Äëÿ êàæäîé èç ãðàíåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè
x, ýòè âîëíû ñîñòàâëÿþò äâå ïàðû ïàäàþùèõ-îòðàæåííûõ âîëí, êàê ñõåìàòè÷åñêè
ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.8 (ïðèìåð b = 2d). Äëÿ ãðàíè z = 0 òàêèìè ïàðàìè ÿâëÿþòñÿ
âîëíû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè (k2,k1) è (−k1,−k2), à äëÿ ãðàíè y = 0 � ñ âåêòîðàìè
(−k2,k1), (−k1,k2) (ïîñëåäíÿÿ íà ðèñóíêå íå ïîêàçàíà). Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî
êàæäàÿ èç ïàð äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé ãðàíè, êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (10.26), èìååò
àìïëèòóäû, ðàâíûå ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó, ÷òî åñòåñòâåííî äëÿ
îòðàæåíèÿ îò èäåàëüíîãî çåðêàëà.

10.5. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïîëåé â ùå-
ëåâîì ðåçîíàòîðå ñ ïîòåðÿìè

1. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè íàëè÷èè ïîòåðü äëÿ ïîääåðæàíèÿ
íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå âíåøíåãî èñòî÷íè-
êà. Èíûìè ñëîâàìè, íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïîëÿ â ðåàëüíîì ðåçî-
íàòîðå ÿâëÿþòñÿ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè, ïîääåðæèâàåìûìè ñòî-
ðîííèì èñòî÷íèêîì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî èñòî÷íèêîì ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ
ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëè÷åñêèõ ñòåíîê, â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì
óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîé ùåëè. Âûÿâèì ðå-
çîíàíñíûé õàðàêòåð ýíåðãèè âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé è îïðåäåëèì äî-
áðîòíîñòü ðåçîíàòîðà, ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ñòîðîííåãî èñòî÷íèêà ïî-
âåðõíîñòíûé òîê i0 exp(−iωt) ey è ðàçìåñòèâ åãî äëÿ îïðåäåëåííîñòè â
ñðåäèííîé ïëîñêîñòè (ïëîñêîñòü z = 0, ñì. ðèñ. 10.9).

2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè (ñõåìàòè÷åñêè òàê-
æå ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 10.9), óñòàíîâèâøèåñÿ ïîëÿ â ïðàâîé è
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ëåâîé ïîëîâèíàõ ðåçîíàòîðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Êïð = (Ê0 eikz + Ê1 e−ikz)ey, Êëåâ = (Ê0 e−ikz + Ê1 eikz)ey;

B̂ïð = (−Ê0 eikz + Ê1 e−ikz)ex, B̂ëåâ = (Ê0 e−ikz − Ê1 eikz)ex,
(10.27)

îáîçíà÷èâ ÷åðåç Ê0 è Ê1 àìïëèòóäû ïîëåé äëÿ âîëí, óõîäÿùèõ îò èñ-
òî÷íèêà è ïðèõîäÿùèõ ê íåìó, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 10.9

Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ñëóæàò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïåðâîå èç íèõ, ñâÿ-
çûâàþùåå ðàçðûâ òàíãåíöèàëüíîé x-êîìïîíåíòû ïîëåé Bïð è Bëåâ íà
ïîâåðõíîñòíîì òîêå â ïëîñêîñòè z = 0, ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

Ê1 − Ê0 =
2π

c
i0. (10.28)

Íåïðåðûâíîñòü y-êîìïîíåíòû ïîëÿ E íà ýòîé ãðàíèöå îáåñïå÷èâàåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûìè óñëîâèÿìè ñèììåòðèè ôîðìóë (10.27).
Ïîýòîìó ñëåäóþùèì ñîäåðæàòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Ëåîí-
òîâè÷à (10.7) íà ãðàíèöå z = a/2. Òàê êàê çäåñü n = ez, à

Êt = (Ê0 eika/2 + Ê1 e−ika/2)ey, Ĥt = (−Ê0 eika/2 + Ê1 e−ika/2)ex,

òî ñ ó÷åòîì [ez × ey] = −ex óñëîâèå (10.7) ñâîäèòñÿ ê ñâÿçè ìåæäó
àìïëèòóäàìè Ê0exp(ika/2), Ê1exp(−ika/2) ïàäàþùåé íà ñòåíêó z = a/2
è îòðàæåííîé îò íåå âîëí â âèäå

Ê1 e−ika/2 = −Ê0 eika/2 1 + i− χ

1 + i + χ
, (10.29)
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ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùåé ïî ñîäåðæàíèþ ñ ñîîòíîøåíèåì (10.9). Èç ñîîò-
íîøåíèé (10.28), (10.29) äëÿ àìïëèòóä ðàññìàòðèâàåìûõ âîëí ïîëó÷àåì
âûðàæåíèÿ

Ê0 eika/2 = −πi0
c

1 + i + χ

(1 + i) cos ka/2− iχ sin ka/2
,

Ê1 e−ika/2 =
πi0
c

1 + i− χ

(1 + i) cos ka/2− iχ sin ka/2
.

(10.30)

3. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ýíåðãèè ïîëÿ ýòèõ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, íàïðèìåð, â ïðàâîé ïîëîâèíå ùåëè.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ |Ê|2 è |B̂|2, ÷åðåç êîòîðûå ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, óñðåäíåííûå ïî âðå-
ìåíè, âûðàæàþòñÿ êàê < wE >= (1/16π)|Ê|2, < wB >= (1/16π)|B̂|2.
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî < wE >, < wB > ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
êîîðäèíàòû z (÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ñòîÿ÷èõ âîëí, êîòîðûìè ÿâëÿþò-
ñÿ ðàññìàòðèâàåìûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ), à ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü
ýíåðãèè íå çàâèñèò îò z è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

< w > = < wE > + < wB > =
1
8π

(| Ê0 |2 + | Ê1 |2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ îäíîé ïîëîâèíû ùåëè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäè-
íèöó ïëîùàäè ñå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè x, y, ðàâíà < W > =< w > a/2 è
ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (10.30) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

< W >= W0 U(ξ), U(ξ) =
2 + χ2(ξ)

(1 + cos ξ)− χ(ξ) sin ξ + (χ2(ξ)/2)(1− cos ξ)
,

(10.31)
ãäå

W0 =
1
8π

(
πi0
c

)2

a −− ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ
ìàñøòàá ýíåðãèè,

U(ξ) −− áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîéka =
= (ω/c)a, îáîçíà÷åííîé çäåñü ñèìâîëîìξ.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð χ, ââåäåííûé âûøå ñîîòíîøåíèåì (10.8), â ôîð-
ìóëå ôèãóðèðóåò â âèäå ôóíêöèè

χ(ξ) =
√

(c/2πσa)ξ.
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4. Àíàëèç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ χ = 0 èäåàëüíî

ïðîâîäÿùèõ ñòåíîê, äëÿ êîòîðîãî

< W > =
1
8π

(
πi0
c

)2

a
2

1 + cos ka
. (10.32)

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà ôîðìóëà êàæåòñÿ ïðîòèâîðå÷àùåé ¾çäðàâîìó
ñìûñëó¿. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû çíàåì (ñì. (10.10)), äëÿ ùåëè ñ øèðè-
íîé a, ÷àñòîòû, ïðè êîòîðûõ ka = nπ(n � öåëîå), ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñíû-
ìè. Îòñþäà, êàçàëîñü áû, ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòèõ ÷àñòîòàõ óñòàíîâèâøèå-
ñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ äîëæíû ïðèîáðåñòè áåñêîíå÷íóþ àìïëèòó-
äó. À èç ôîðìóëû (10.32) âèäíî, ÷òî òîëüêî ïðè íå÷åòíûõ n = 2m− 1,
êîãäà cos ka = −1, ýíåðãèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíî îáðàùàåòñÿ â ∞, â òî
âðåìÿ êàê ïðè ÷åòíûõ n = 2m åå çíà÷åíèå êîíå÷íî. Ýòî êàæóùååñÿ
ïðîòèâîðå÷èå ÿâëÿåòñÿ íåäîðàçóìåíèåì. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè
íå÷åòíûõ n ñîáñòâåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ùåëè â ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè èìååò ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó, è ñòîðîííèå òîêè, ïîìåùåí-
íûå â ýòó ïëîñêîñòü, ïîñòîÿííî ñîâåðøàþò ðàáîòó ïðîòèâ ýòîãî ïîëÿ è
¾óñòàíîâèâøèéñÿ¿ ðåæèì äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü òîëüêî ñ áåñêîíå÷-
íîé ýíåðãèåé. Ïðè ÷åòíûõ n ñèòóàöèÿ èíàÿ: çäåñü àìïëèòóäà ñîáñòâåí-
íîãî ïîëÿ â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ðàâíà íóëþ, ìîùíîñòü, ïåðåäàâàåìàÿ
âíåøíèì èñòî÷íèêîì ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ â ùåëè, îòñóòñòâóåò, è,
òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííûé ðîñò ýíåðãèè ïîëÿ â ðåçîíàòîðå íåâîçìî-
æåí.

Ïðè êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ñòåíîê (ò. å. ïðè χ 6= 0) ýíåðãèÿ âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîëÿ (10.31) âñþäó êîíå÷íà è èìååò ðåçêî âûðà-
æåííûé ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð. Êàê íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ èç ïðèâåäåí-
íîãî àíàëèçà ôîðìóëû (10.32), ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè U(ξ)
äîëæíû íàõîäèòüñÿ âáëèçè òî÷åê ξn = nπ (n � íå÷åòíûå). Âû÷èñëå-
íèÿ, âûïîëíåííûå ñ ó÷åòîì ìàëîñòè χ(ξ) ¿ 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êè
ìàêñèìóìà îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè

ξ∗ = nπ − χn, ãäå χn = χ(nπ) (n = 1, 3, 5, . . .),

à ïîâåäåíèå âáëèçè ìàêñèìóìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

U(ξ) =
Umax

1 +
(

(ξ − ξ∗)
χn

)2 , Umax = U(ξ∗) =
4

χ2
n

. (10.33)

Òî åñòü óäàëåíèå îò òî÷êè ìàêñèìóìà âñåãî íà ðàññòîÿíèå χn ¿ 1
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óìåíüøàåò çíà÷åíèå ýíåðãèè âäâîå:

U(ξ∗ ± χn) = (1/2)Umax.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ U(ξ− ξ∗) (ðèñ. 10.10) õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ïîëóøèðèíîé, ðàâíîé χn, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè,
êàê âèäíî èç (10.33), îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî χ2

n.

Ðèñ. 10.10

5. Äîáðîòíîñòü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

Q =
ωn < W >max

< Sz >
, (10.34)

ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü ïîòåðü, îáóñëîâëåííûõ êîíå÷íîé ïðîâîäèìî-
ñòüþ ñòåíîê, âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé < Sz > . Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå
0 < z < a/2 íåò ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, óñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà < Sz > íå
çàâèñèò îò z è ìîæåò áûòü âçÿòà â ïëîñêîñòè z = +0, íåïîñðåäñòâåííî
ïðèëåãàþùåé ê èñòî÷íèêó. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåøåíèåì (10.27), âåëè-
÷èíó

< Sz > = − c

4π
< EyBx > |z=0

ìîæåì ïðèâåñòè ê âèäó

< Sz > = − c

4π

1
2
Re

(
(Ê0 + Ê1)(−Ê∗

0 + Ê∗
1 )

)
=

c

8π

(
|Ê0|2 − |Ê1|2

)
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (10.30) îòñþäà ïîëó÷èì

< Sz >=
c

8π

(
πi0
c

)2 4χ

(1 + cos ka)− χ sin ka + (χ2/2)(1− cos ka)
.
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Ïðè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå çíàìåíàòåëü ïîëó÷åííîé äðîáè èìååò çíà÷å-
íèå χ2

n/2. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòü ïîòåðü ïðè ÷àñòîòå ωn (n �
íå÷åòíîå)

< Sz > =
c

8π

(
πi0
c

)2 4χn

(1/2)χ2
n

=
c

π

(
πi0
c

)2 1
χn

,

à äîáðîòíîñòü (10.34) ïîñëå ïîäñòàíîâêè

< W >max =
1
8π

(
πi0
c

)2 4a

χ2
n

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Q =
ωn a

2c

1
χn

.

Îáû÷íî åãî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ðåçî-
íàòîðà ê òîëùèíå ñêèí-ñëîÿ δn = c/

√
2πσωn ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ðåçî-

íàíñíîé ÷àñòîòå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè Q = a/(2δn),
ò. å. õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì âûñòóïàåò ïîëîâèíà øèðèíû ùåëè.

10.6. Âîëíîâîäû

1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîëíîâîäû òîëüêî â âèäå ìåòàëëè÷å-
ñêîé òðóáû ñ ïðîèçâîëüíîé ôîðìîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, íåèçìåííîé
ïî äëèíå, îñòàâëÿÿ áåç îáñóæäåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêèå âîëíîâîäû (ñâå-
òîâîäû), èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ïî
òàêèì òðóáàì îáû÷íî ïåðåäàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ â ÑÂ×-
äèàïàçîíå, ò. ê. ïåðåäà÷à ýíåðãèè ïî ïðîâîäàì â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ
íåâîçìîæíîé âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðîâîäà çäåñü ðàáîòàþò êàê àíòåííû,
èçëó÷àþùèå ýëåêòðîìàãíèòíóþ ýíåðãèþ.

Ðåàëüíûå âîëíîâîäû èçãîòàâëèâàþòñÿ èç ìåäè, à â îñîáî âàæíûõ
ñëó÷àÿõ áûâàþò ïîñåðåáðåííûå èçíóòðè. Íî â ëþáîì ñëó÷àå íåáîëüøèå
ïîòåðè çäåñü èìåþò ìåñòî. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëîñü, ýòè
ïîòåðè ìû èãíîðèðóåì, ñ÷èòàÿ ñòåíêè âîëíîâîäà èäåàëüíî ïðîâîäÿùè-
ìè. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè èññëåäóåì êîíôèãóðàöèþ ïîëåé è äèñïåðñè-
îííûå ñâîéñòâà âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî âîëíîâîäó. Ïðèìåì, äëÿ
îáùíîñòè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âíóòðè âîëíîâîäà çàïîëíåíî îäíîðîäíîé
íåïîãëîùàþùåé ñðåäîé ñ âåùåñòâåííûìè ε = const, µ = const. Îñü z
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì âäîëü âîëíîâîäà, êîîðäèíàòû
x, y ñîâìåñòèì ñ íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 10.11.
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Ðèñ. 10.11

2. Ïåðåéäåì ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ïîëåé, ñîñòàâëÿþùèõ âîëíó â âîë-
íîâîäå. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé,
ò. ê. êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïîëåé Ê(x, y, z), B̂(x, y, z) â ýòîì ñëó÷àå ÿâ-
ëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè ïîëÿìè, çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò x, y, z, è óðàâ-
íåíèÿ (7.21), âûïèñàííûå ïîêîìïîíåíòíî

∂Êz

∂y
− (

∂Êy

∂z
) = i

ω

c
B̂x,

(
∂Êx

∂z
)− ∂Êz

∂x
= i

ω

c
B̂y,





∂B̂z

∂y
− (

∂B̂y

∂z
) = −iεµ

ω

c
Êx,

(
∂B̂x

∂z
)− ∂B̂z

∂x
= −iεµ

ω

c
Êy,





∂Êy

∂x
− ∂Êx

∂y
= i

ω

c
B̂z,

∂B̂y

∂x
− ∂B̂x

∂y
= −iεµ

ω

c
Êz

(10.35)

âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî. (Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî ïîèñêà
êàæäàÿ òðîéêà óðàâíåíèé çäåñü ñãðóïïèðîâàíà âûäåëåíèåì äâóõ èç íèõ
ôèãóðíîé ñêîáêîé. Êðîìå òîãî, ñëàãàåìûå, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðî-
èçâîäíûå ïî z, âçÿòû â êðóãëûå ñêîáêè.) Íî â çàäà÷å èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü óïðîùåíèÿ, ïîäñêàçûâàåìàÿ ÷àñòíûì ¾âîëíîâîäíûì¿ ðåøåíèåì
(10.11): ïðåäóãàäàâ çàâèñèìîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé îò ïðîäîëüíîé êîîð-
äèíàòû z, ïðèíÿòü, ÷òî

Ê(x, y, z) = Ê(x, y) eikz, B̂(x, y, z) = B̂(x, y) eikz, (10.36)

è, òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñâåñòè ê äâóì. Òîãäà
ïîëÿ â âîëíîâîäå ïðèîáðåòàþò âèä

E(r, t) = Ê(x, y) ei(kz−ωt), B(r, t) = B̂(x, y) ei(kz−ωt) (10.37)

âîëíû, áåãóùåé ïî íàïðàâëåíèþ îñè z, ñ àìïëèòóäàìè, çàâèñÿùèìè îò
ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò x, y.
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3. Ïåðåõîä (10.36) ê ïåðåìåííûì Ê(x, y), B̂(x, y) è, ñîîòâåòñòâåííî,

ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ â âèäå (10.37) ñèëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó, ò. ê.
óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä Ê , B̂, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèé (10.35), ðàñ-
ùåïëÿþòñÿ íà íåçàâèñèìûå ãðóïïû. Èç ÷åòâåðêè âûäåëåííûõ ôèãóð-
íûìè ñêîáêàìè óðàâíåíèé ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ âûðàæåíèé (10.36),
çàìåíû ∂/∂z íà ìíîæèòåëü ik è ñîêðàùåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ exp(ikz)
ïîëó÷àþòñÿ äâå ïàðû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïîïåðå÷-
íûõ êîìïîíåíò ïîëåé (îáîçíà÷èì Ê⊥, B̂⊥). Äëÿ B̂x, Êy ïàðà:

i
ω

c
B̂x + ikÊy =

∂Êz

∂y
, ikB̂x + iεµ

ω

c
Êy =

∂B̂z

∂x
(10.38)

è äëÿ êîìïîíåíò B̂y, Êx äðóãàÿ ïàðà:

i
ω

c
B̂y − ikÊx = −∂Êz

∂x
, ikB̂y − iεµ

ω

c
Êx =

∂B̂z

∂y
. (10.39)

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî îáúåäèíèòü è ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíîì
âèäå

B̂⊥ =
i

γ2
{k grad⊥B̂z + εµ

ω

c
[ez × grad⊥Êz]}, (10.40)

Ê⊥ =
i

γ2
{k grad⊥Êz − ω

c
[ez × grad⊥B̂z]}, (10.41)

ãäå grad⊥ =
∂

∂x
ex +

∂

∂y
ey, à ÷åðåç γ2 îáîçíà÷åí êîìïëåêñ

γ2 = εµ
ω2

c2
− k2, (10.42)

ðàâíûé îïðåäåëèòåëþ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âûïèñàííûõ ïàð óðàâíå-
íèé, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî ñòàíåò ïîíÿòíûì ÷óòü ïîçæå.

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå (10.36) ïðèâåëî íàñ ê
ðåçóëüòàòàì (10.40), (10.41), âûðàæàþùèì ïîëÿ Ê⊥, B̂⊥ íåïîñðåäñòâåííî
÷åðåç ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû Êz, B̂z. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìûìè èñ-
êîìûìè òåïåðü îñòàþòñÿ âñåãî ýòè äâå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè Êz(x, y), B̂z(x, y),
äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ

∆⊥Êz + γ2Êz = 0, ∆⊥B̂z + γ2B̂z = 0 (∆⊥ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) (10.43)
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ïîëó÷àþòñÿ èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (10.35) ïîñëå ïåðåõî-
äà ê ïîëÿì Ê , B̂ è èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë (10.40), (10.41) äëÿ ïîïåðå÷íûõ
êîìïîíåíò ýòèõ ïîëåé1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ Êz, B̂z îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê
èñõîäíûì óñëîâèÿì ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ B
è òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ E íà ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà. Âåê-
òîð íîðìàëè n è îäèí èç äâóõ íåçàâèñèìûõ òàíãåíöèàëüíûõ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ (íà ðèñ. 10.11 îáîçíà÷åí τ) ëåæàò â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå-
÷åíèÿ, à âòîðûì òàíãåíöèàëüíûì âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ îðò ez, òàê ÷òî
íàçâàííûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a) Êz|Γ = 0, á) Êτ |Γ = 0, â) B̂n|Γ = 0. (10.44)

Èç íèõ òîëüêî à) è á), êàê ìû çíàåì, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å öåëåñîîáðàçíî â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïðèíÿòü
óñëîâèÿ à) è â), êîòîðûå ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿì Ê , B̂ ïðèîáðåòàþò âèä

Êz|Γ = 0, B̂n|Γ = (B̂⊥ · n)|Γ = 0,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (10.40), ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç íóæíóþ íåèçâåñòíóþ B̂z â âèäå

∂B̂z

∂n
|Γ = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè âåêòîðîâ B̂⊥ è n ïåðâîå ñëà-
ãàåìîå â ôèãóðíîé ñêîáêå (10.40) äàåò k∂B̂z/∂n, à âòîðîå, ÿâëÿþùååñÿ
ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì ez, grad⊥Êz è n, â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ îáðà-
òèòñÿ â 0, ò. ê. çäåñü grad⊥Êz ‖n. Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìûé îòâåò.
(Îòáðîøåííîå íàìè óñëîâèå á) èç (10.44), ýêâèâàëåíòíîå òðåáîâàíèþ
(Ê⊥ · τ)|Γ = 0, òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, â ÷åì ÷èòàòåëþ ñëå-
äóåò óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.)

4. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñêîìûõ ïîëåé Êz, B̂z ìû ïîëó÷èëè äâå çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∆⊥Êz + γ2Êz = 0, Êz|Γ = 0, (10.45)

∆⊥B̂z + γ2B̂z = 0, ∂B̂z/∂n|Γ = 0. (10.46)
1Êàçàëîñü áû, ýòè óðàâíåíèÿ ïðîùå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè

ñîîòíîøåíèé (10.36) â óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà òèïà (7.24) äëÿ z-êîìïîíåíò ïîëåé. Íî
âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ divE = 0
ñâîäèò íàçâàííóþ ¾ïðîñòîòó¿ íà íåò.
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Òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ Êz è B̂z, êàê âèäèì, ðàçëè÷íû, ýòè çàäà-
÷è íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íàáîð
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γ íàéäåí èç çàäà÷è (10.45), òî ýòîò íàáîð íå áóäåò
òàêîâûì äëÿ çàäà÷è (10.46), è íàîáîðîò.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γn íàõîäèì èç çàäà÷è

∆⊥Ψ + γ2Ψ = 0, Ψ|Γ = 0,

òî èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψ = Êz(x, y), îïðåäåëÿþ-
ùèå ïðîäîëüíóþ êîìïîíåíòó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîëíå; ïðè ýòîì
B̂z(x, y) ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïî âîëíîâîäó áåæèò ÒÌ-âîëíà
(ïîïåðå÷íî-ìàãíèòíàÿ) èëè âîëíà òèïà E.

Â äðóãîì ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóþùåì çàäà÷å

∆⊥Ψ + γ2Ψ = 0, ∂Ψ/∂n |Γ = 0,

êîãäà Ψ(x, y) = B̂z(x, y), Êz(x, y) ≡ 0, èìååì äåëî ñ TE-âîëíîé (ïîïåðå÷íî-
ýëåêòðè÷åñêîé) èëè âîëíîé òèïà H.

Âîò è âñÿ îáùàÿ òåîðèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ìåòàëëè÷åñêîãî âîëíîâî-
äà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Êîíå÷íî, åå åùå íåîáõîäèìî
¾ïðî÷óâñòâîâàòü¿. Äëÿ ýòîãî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûé âîëíîâîä ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì � ñàìûé
ïðîñòîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ è ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé. Íî ïåðåä ýòèì
ñðàçó îòâåòèì íà âîïðîñû, âîëíû êàêîé ÷àñòîòû ìîãóò, à êàêèå íå ìî-
ãóò áåæàòü ïî äàííîìó âîëíîâîäó, êàêîâà ñêîðîñòü ýòèõ âîëí? Îòâåòû
íà ïîäîáíûå âîïðîñû ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàòñÿ â ñîîòíîøåíèè (10.42) è â
çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (10.45), (10.46). Ðåøàÿ îäíó èç ýòèõ çà-
äà÷ äëÿ äàííîãî âîëíîâîäà, ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå γ. Ïóñòü êîíêðåòíîå
çíà÷åíèå áóäåò γmn. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (10.42) ÿâèòñÿ äèñïåðñèîííûì
óðàâíåíèåì äëÿ êîíêðåòíîé âîëíû, áåãóùåé â âîëíîâîäå,

εµ
ω2

c2
= k2 + γ2

mn. (10.47)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ âîëíû, õàðàêòåðèçóåìîé ôèêñèðîâàííûì çíà÷å-
íèåì γmn, ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà

ωmn =
c√
εµ

γmn (10.48)

òàêàÿ, ÷òî ïðè ω < ωmn âîëíîâîå ÷èñëî k ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì è äàííàÿ
âîëíà ïî âîëíîâîäó íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ (ωmn îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êîé k = 0 â ñîîòíîøåíèå (10.47)).
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Äëÿ âîëíîâîäà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ, íèæå êîòîðîé íèêàêèå
âîëíû ïî äàííîìó âîëíîâîäó ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå ìîãóò.

10.7. Âîëíîâîä ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì
ñå÷åíèåì

Ïóñòü ñå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçìåðàìè a, b, óêàçàííûìè íà ðèñ.
10.12.

Ðèñ. 10.12

Ðàññìîòðèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÒÅ-âîëíó (âîëíó òèïà Í), ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ îñíîâíîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Äëÿ íåå çàäà÷à íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψ = B̂z(x, y) èìååò âèä

∂2Ψ
∂x2

+
∂2Ψ
∂y2

+ γ2Ψ = 0,

∂Ψ
∂x |x=0,x=a

= 0,
∂Ψ
∂y
|y=0,y=b = 0.

Èñõîäÿ èç îïûòà, ïðèîáðåòåííîãî ïðè èññëåäîâàíèè ïîëÿ ðåçîíàòîðà,
ðåøåíèå çàäà÷è âûïèøåì ñðàçó:

Ψ(x, y) = B0 cos
mπ

a
x cos

nπ

b
y,

γ2
mn = π2[(

m

a
)2 + (

n

b
)2],

(10.49)

ãäå m, n � öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû. Îòñþäà, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàò èñ-
ñëåäîâàíèé ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ìîìåíòû,
õàðàêòåðèçóþùèå âîëíó Hmn â äàííîì âîëíîâîäå.
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Êîíôèãóðàöèÿ ïîëåé â âîëíå çàäàåòñÿ êîìïîíåíòàìè

Bz = B0 cos
mπ

a
x cos

nπ

b
y ei(kz−ωt), Ez ≡ 0,

B⊥ = (ik/γ2
mn)B0 grad⊥(cos

mπ

a
x cos

nπ

b
y) ei(kz−ωt),

E⊥ = −(i/γ2
mn)(ω/c)B0 [ez × grad⊥(cos

mπ

a
x cos

nπ

b
y)] ei(kz−ωt).

(10.50)
(Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m, n ôîðìóëû B⊥,E⊥ ïîêîìïîíåíòíî íå ðàñïèñà-
íû.)

Ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ÷åðåç íàéäåííûå çíà÷åíèÿ γmn (10.49) âûðàæàåò-
ñÿ ôîðìóëîé (10.48). Ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äàííîãî âîë-
íîâîäà äîñòèãàåòñÿ èìåííî â ðàññìàòðèâàåìîé âîëíå òèïà Í, ò. ê. çäåñü
îäèí èç èíäåêñîâ m,n ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ2. Åñëè áîëüøèé
èç ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ åñòü a (ò. å. a > b), γmin ïîëó÷àåòñÿ
ïðè m = 1, n = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äëÿ äàííîãî
âîëíîâîäà

ωmin = ω10 =
π

a

c√
εµ

.

Ïðè ÷àñòîòàõ ω < ω10 íèêàêèå âîëíû ïî âîëíîâîäó íå ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî âîëíîâîäà ñ ðàçìåðàìè a = 2b èìååì ω01 = 2ω10

è â äèàïàçîíå ÷àñòîò ω10 < ω < 2ω10 ïî âîëíîâîäó áåæèò òîëüêî îäíà
âîëíà H10. Ýòîò äèàïàçîí îò ωmin äî 2ωmin ñîñòàâëÿåò ðàáî÷èé ó÷àñòîê
ñïåêòðà äëÿ äàííîãî âîëíîâîäà, ò. ê. çäåñü ïåðåíîñ ýíåðãèè îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îäíîé êîíòðîëèðóåìîé âîëíîé.

Çàêîí äèñïåðñèè. Ñ ââåäåíèåì ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû (10.48) äèñïåð-
ñèîííóþ çàâèñèìîñòü ω(k) äëÿ êîíêðåòíîé âîëíû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
ëèáî â âèäå

ω2 =
c2

εµ
k2 + ω2

mn, (10.51)

ëèáî êàê
k =

√
εµ

ω

c

√
1− ω2

mn

ω2
. (10.52)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå òîëüêî ìíîæèòåëåì èç êâàäðàòíîãî êîðíÿ îò-
ëè÷àåòñÿ îò äèñïåðñèîííîé ôîðìóëû (7.27) äëÿ âîëí â áåçãðàíè÷íîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ω →∞ ýòîò ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå è äèñ-
ïåðñèîííûå êðèâûå ïðèáëèæàþòñÿ ê àñèìïòîòå ω = kc/

√
εµ, êàê ýòî

2Â âîëíå òèïà Å íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå åñòü γ11, ñì. óïðàæíåíèå ê
äàííîìó ïàðàãðàôó.
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âèäíî èç ðèñ. 10.13.

Ðèñ. 10.13

Çäåñü äëÿ ïðèìåðà a = 2b èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ âîëí
H10, H01(H20) è H11. Âèäíî, ÷òî ïðè ω < ω10 íåò âîëíû, áåãóùåé ïî
âîëíîâîäó. Ïðè âûäåëåííîé íà ðèñóíêå ÷àñòîòå ω10 < ω < ω01 ïî âîëíî-
âîäó áåæèò H10-âîëíà ñ ïàðàìåòðàìè ω, k, ñîîòâåòñòâóþùèìè æèðíîé
òî÷êå íà êðèâîé.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γmn ïðîñìàòðèâàåòñÿ óæå
èç ñîîòíîøåíèÿ (10.47), â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàä-
ðàò âîëíîâîãî âåêòîðà ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåéñÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïîêàçàòåëÿìè ε, µ, à ïåðâîå ñëàãàåìîå k2

ïðàâîé ÷àñòè åñòü êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà äëÿ âîëíû (10.50), áåãóùåé
ïî âîëíîâîäó. Îòñþäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âîë-
íà Hmn â âîëíîâîäå (Emn òîæå) åñòü ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, ó êîòîðûõ kz = k, à ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû
k⊥ êàæäîé âîëíû èìåþò äëèíó, ðàâíóþ γmn. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòî-
ãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû óáåæäàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
(10.11), êîòîðîå, êàê òåïåðü ïîíÿòíî, åñòü ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå âîëíå
Hm0. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (10.50) âûñêàçàííîå ïîëîæåíèå î÷åâèäíî.

Ôàçîâàÿ u = ω/k è ãðóïïîâàÿ vg = dω/dk ñêîðîñòè äëÿ âîëí â âîë-
íîâîäå èìåþò çíà÷åíèÿ

u =
c√
εµ

(√
1− ω2

mn

ω2

)−1

, (10.53)

vg =
c√
εµ

(√
1− ω2

mn

ω2

)
. (10.54)
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Ïåðâûé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç çàêîíà äèñ-
ïåðñèè (10.52), à äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî óäîáíåå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé

uvg = c2/εµ,

âîçíèêàþùåé ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (10.51) ïî ïåðå-
ìåííîé k.

Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (10.53), (10.54), âîëíà ïî âîëíîâîäó ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé c/

√
εµ (ò. å. â ïó-

ñòîì âîëíîâîäå áåæèò áûñòðåå ñêîðîñòè ñâåòà), íî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü
(ñêîðîñòü ïåðåíîñà ýíåðãèè) ïðè ýòîì ìåíüøå äàííîé âåëè÷èíû.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì åùå ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé âûâîä ôîðìóë
(10.53), (10.54), ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòåéøóþ âîëíó H10, äëÿ êîòîðîé γ10 =
π/a, à ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (10.50), ïðè m = 1, n = 0
ïðèîáðåòàþò âèä

Bz = B0 cos γ10x ei(kz−ωt), Ez ≡ 0,

Bx = −(ik/γ10)B0 sin γ10x ei(kz−ωt), By ≡ 0,

Ey = i
ω/c

γ10
B0 sin γ10x ei(kz−ωt), Ex ≡ 0.

(Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè
(10.11), (10.12), åñëè â ïîñëåäíèõ êîíñòàíòó E0 çàìåíèòü íà êîìïëåêñ
−(ω/c)(2γ10)−1 B0, à â êà÷åñòâå γ ïðèíÿòü çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
m = 1, n = 0.)

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ðàññìàòðèâàåìîé âîëíå, ñîñòîÿùåå èç îäíîé y-
êîìïîíåíòû, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ sin γ10x, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå íàëîæåíèÿ äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí

E(x, z, t) = B0
ω/c

2γ10
[ei(k1r−ωt) − ei(k2r−ωt)] ey

ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè

k1 = kez + γ10ex, k2 = kez − γ10ex,

èìåþùèìè äëèíó |k1| = |k2| =
√

εµω/c. Íà ðèñ. 10.14 ýòè âîëíû ñõå-
ìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû âìåñòå ñ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèé ïîëåé â íèõ.
Âèäíî, ÷òî ïîëÿ B â ýòèõ âîëíàõ èìåþò êîìïîíåíòû Bx è Bz.

Òàêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíû H10 â âèäå ñóïåðïîçèöèè
äâóõ íàêëîííûõ âîëí ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî óâèäåòü ôàçîâóþ è ãðóïïî-
âóþ ñêîðîñòè è ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè âû÷èñëèòü èõ âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî
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îáðàòèìñÿ, íàïðèìåð, ê âîëíå ñ íàêëîííûì âîëíîâûì âåêòîðîì k1, âîë-
íîâîé ôðîíò êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ k1 ñî ñêîðîñòüþ
c/
√

εµ.

Ðèñ. 10.14

Òîãäà ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ñ
îñüþ z è åñòü ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â âîëíîâîäå

u =
c/
√

εµ

cosβ
(ïðåâûøàþùàÿ âåëè÷èíó c/

√
εµ),

ãäå cos β = k/|k1| ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèÿ (10.52) ïðèîáðåòàåò çíà÷åíèå√
1− (ω10/ω)2. Îòñþäà äëÿ u ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå (10.54).
Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ ýíåðãèè.

Êàæäàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîëíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ ñî ñêîðîñòüþ c/
√

εµ,
íî çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé åå ôàêòè÷åñêèé ïóòü áóäåò óäëè-
íÿòüñÿ. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñêîðîñòü âäîëü îñè âîëíîâîäà áóäåò

Vg =
c√
εµ

cosβ =
c√
εµ

√
1− ω2

10

ω2
<

c√
εµ

.

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ âîëí òèïà Å. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
èìååò âèä

Ψ(x, y) = Ez(x, y) = B0 sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y,

γ2
mn = π2[(

m

a
)2 + (

n

b
)2].

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò èíäåê-
ñû m ≥ 1, n ≥ 1; ñëåäîâàòåëüíî, γmin = γ11.
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10.8. ÒÅÌ-âîëíû

Âñå âûøåñêàçàííîå î ÒÌ- è ÒÅ-âîëíàõ îòíîñèëîñü ê âîëíîâîäàì ñ
îäíîñâÿçíîé ôîðìîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëîæåíèå ñîâåðøåííî ìå-
íÿåòñÿ ïðè ìíîãîñâÿçíîé ôîðìå ñå÷åíèÿ òèïà ïðèâåäåííîãî íèæå íà
ðèñ. 10.15. Â òàêèõ âîëíîâîäàõ, íàðÿäó ñ îïèñàííûìè Å- è Í-âîëíàìè,
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàñïðîñòðàíåíèå åùå îäíîãî òèïà âîëí, ÷àñòî-
òà êîòîðûõ íå îãðàíè÷åíà íèêàêèìè óñëîâèÿìè. Ýòà âîëíà � ïîïåðå÷íî-
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ, ÒÅÌ-âîëíà, â êîòîðîé Bz ≡ 0, Ez ≡ 0.

Âûÿñíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé âîëíû, îäíîâðåìåííî ïîêàçàâ, ïî-
÷åìó ýòîò òèï âîëí íåâîçìîæåí ïðè îäíîñâÿçíîé ôîðìå ñå÷åíèÿ âîëíî-
âîäà. Èòàê, â àìïëèòóäàõ ïîëåé Ê(x, y), B̂(x, y), îïðåäåëÿþùèõ ðåøåíèÿ
(10.36), ïóñòü Êz ≡ 0, B̂z ≡ 0. Ïðè ýòîì äâå ïàðû óðàâíåíèé (10.38),
(10.39) äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò ïðåâðàùàþòñÿ â îäíîðîäíûå ñèñòå-
ìû

ω

c
B̂x + kÊy = 0, kB̂x + εµ

ω

c
Êy = 0;

ω

c
B̂y − kÊx = 0, kB̂y − εµ

ω

c
Êx = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëåé, ò. å.

k =
√

εµ (ω/c), (10.55)

ýòè ñèñòåìû äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

B̂x = −√εµ Êy, B̂y =
√

εµ Êx, ò. å. B̂ =
√

εµ[ez × Ê ], (10.56)

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

B =
√

εµ [ez ×E] (10.57)

ìåæäó ïîëÿìè â ðàññìàòðèâàåìîé âîëíå. Òàêèì îáðàçîì, ÒÅÌ-âîëíà
õàðàêòåðèçóåòñÿ òîé æå äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòüþ (10.55), ÷òî è âîë-
íà â áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà ïîëÿ B,E è k = kez â ÒÅÌ-âîëíå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì (10.57), êàê è â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå.
Íî òåì íå ìåíåå ýòà âîëíà

E(x, y, z, t) = Ê⊥(x, y) ei(kz−ωt), B(x, y, z, t) = B̂⊥(x, y) ei(kz−ωt)

íå åñòü ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, ò. ê. çäåñü àìïëèòóäû Ê⊥(x, y),
B̂⊥(x, y) õîòÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íî íå
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ïîñòîÿííû. Îíè äîëæíû çàâèñåòü îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò x, y, ÷òîáû
óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Eτ = 0 íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ Ê⊥(x, y) ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

rot Ê⊥(x, y) = 0, div Ê⊥(x, y) = 0

è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Eτ = 0. (Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé åñòü ñëåä-
ñòâèå ïîñëåäíåé ñòðîêè ñèñòåìû (10.35), à âòîðîå âûòåêàåò èç óñëîâèÿ
divÊ(x, y, z) = 0.) Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå äâóìåðíîå ïîëå Ê⊥(x, y) =
= −gradϕ(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è

∆ ϕ(x, y) = 0, ϕ|Γ = const.

Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ϕ(x, y) =
= const ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì Ê⊥(x, y) ≡ 0. Òåì ñàìûì äîêàçûâàåòñÿ
íåâîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÒÅÌ-âîëí ïî âîëíîâîäó ñ îäíîñâÿç-
íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Â ìíîãîñâÿçíîé æå îáëàñòè çíà÷åíèå êîí-
ñòàíòû â ãðàíè÷íîì óñëîâèè íå îáÿçàíî áûòü îäíèì è òåì íà ðàçëè÷-
íûõ ãðàíè÷íûõ êîíòóðàõ, è òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíîâîäà ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîìó ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîìó ïîëþ ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà, à ìàãíèòíîå ïîëå â
âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (10.56).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âûïèøåì ïîëÿ ÒÅÌ-âîëíû äëÿ êîàêñèàëü-
íîãî êàáåëÿ ñ ñå÷åíèåì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 10.15.

Ðèñ. 10.15

Çäåñü óðàâíåíèå Ëàïëàñà èìååò ðåøåíèå

ϕ(r) = ϕ0 ln(b/r).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëÿ â âîëíå èìåþò âèä

E(r, z, t) = (ϕ0/r) ei(kz−ωt) er,
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B(r, z, t) =

√
εµ (ϕ0/r) ei(kz−ωt) eα,

ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 10.15. Âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòî-
òà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (10.55), ïðè÷åì îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòîòó íå
ñóùåñòâóåò.
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Ãëàâà 11

ÈÍÒÅÐÔÅÐÅÍÖÈß
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ
ÂÎËÍ

Ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ÿâëåíèÿ, â èñòîðèè ôèçèêè ïîñëóæèâøå-
ãî îñíîâîé äëÿ îñîçíàíèÿ âîëíîâîé ïðèðîäû ñâåòà, òîãäà êàê ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ îïòèêà âïîëíå óêëàäûâàëàñü â ðàìêè êîðïóñêóëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé. Ñ ÿâëåíèåì èíòåðôåðåíöèè íà ïðèìåðå ñâåòà ñòàëêèâàòüñÿ
ïðèõîäèëîñü âñåì, â ñîëíå÷íûé äåíü íàáëþäàÿ ðàçíîöâåòíûå áåíçèíî-
âûå èëè ìàñëÿíûå ïëåíêè íà ïîâåðõíîñòè âîäû è íà ìîêðîì àñôàëüòå.
Íî ñðàçó ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó äàííîãî ïðîÿâëåíèÿ èíòåðôåðåíöèè íàì
íå óäàñòñÿ. Ïðèäåòñÿ ïðåîäîëåòü îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, îáóñëîâëåí-
íûå íåìîíîõðîìàòè÷íîñòüþ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ íåëàçåðíûõ èñòî÷-
íèêîâ. Ìû ïðîéäåì ïóòü â íåñêîëüêî øàãîâ, íà÷èíàÿ îò âîïðîñîâ, äëÿ
àíàëèçà êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè. À çàòåì
áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîïîëíÿòü ìîäåëü âîëíîâîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ åãî
êîððåëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ÷òîáû ïîíÿòü âëèÿíèå íåìîíîõðîìàòè÷-
íîñòè è äðóãèõ îñëîæíÿþùèõ ôàêòîðîâ íà õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè
èíòåðôåðåíöèîííûõ ÿâëåíèé.
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11.1. Î ïðèðîäå èíòåðôåðåíöèè

×òîáû îáîçíà÷èòü ïðèðîäó ÿâëåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðóþ
òî÷êó ïðèõîäÿò äâå âîëíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëÿìè E1 = Ê1(r)e−iωt,

B1 = B̂1(r)e−iωt è E2 = Ê2(r)e−iωt,B2 = B̂2(r)e−iωt. Ïî ïðèíöèïó
ñóïåðïîçèöèè íàïðÿæåííîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ ðàâíû èõ âåêòîð-
íûì ñóììàì E = E1 + E2, B = B1 + B2. Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ äâóõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îäèíàêîâîé ÷àñòîòû ïîëó÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ
òîé æå ÷àñòîòû. Àìïëèòóäû ýòèõ êîëåáàíèé Ê1(r)+Ê2(r), B̂1(r)+B̂2(r)
íåèçìåííû âî âðåìåíè, íî â ðàçíûõ òî÷êàõ èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç-
íûå çíà÷åíèÿ.

Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà èçìåðèòü ñà-
ìè áûñòðîïåðåìåííûå ïîëÿ. Âñå ïðèåìíèêè èçëó÷åíèÿ èçìåðÿþò ýíåð-
ãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû, óñðåäíåííûå çà íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè τ0

� òàê íàçûâàåìîå ðàçðåøàþùåå âðåìÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà, êîòî-
ðîå îáû÷íî ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà âîëíû. (Ïðèìåðîì òàêîãî ïðèáîðà
ìîæåò ñëóæèòü ãëàç, äëÿ íåãî τ0 ∼ 0,05 c.) Òàê êàê ëþáîé ôèçè÷åñêèé
ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì ñâîäèòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ê
äåéñòâèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé âîëíû íà ýëåêòðîíû, âõîäÿùèå
â ñîñòàâ âåùåñòâà, ïðèåìíèê èçëó÷åíèÿ ôèêñèðóåò ñðåäíåå çà âðåìÿ τ0

çíà÷åíèå êâàäðàòà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ çà èíòåðâàë τ0 â äàííîé ãëàâå îáîçíà÷èì óãëî-

âûìè ñêîáêàìè1 è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, çàâèñÿùåé
îò r è t, áóäåì ïîíèìàòü â âèäå

< f(r, t) > =
1
τ0

∫ τ0/2

−τ0/2

f(r, t + t′)dt′. (11.1)

Äëÿ ôóíêöèè, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîé íå çàâèñèò îò ìîìåíòà âðåìåíè,

< f(r) >=
1
τ0

∫ τ0/2

−τ0/2

f(r, t)dt.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ êâàäðàòà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ

< E2(r) >=
1
τ0

∫ τ0/2

−τ0/2

E2(r, t)dt.

1Óñðåäíåíèå çà ïåðèîä âîëíû áóäåò îòìå÷àòüñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé íàä ñèì-
âîëîì óñðåäíÿåìîé âåëè÷èíû.
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Äàëüøå ïîâñþäó ýòó âåëè÷èíó ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü èí-
òåíñèâíîñòüþ è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì I. Òîãäà ïðè íàëîæåíèè äâóõ âîëí
áóäåì èìåòü

I = < (E1 + E2)2 >= I1 + I2 + I12, (11.2)

ãäå I1 =< E2
1 >, I2 =< E2

2 > � èíòåíñèâíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîëí,
à I12 = 2 < (E1 · E2) > � òàê íàçûâàåìûé èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí.
Èìåííî ýòî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (11.2) õàðàêòåðèçóåò ÿâ-
ëåíèå èíòåðôåðåíöèè, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñóì-
ìàðíîé âîëíû îòëè÷íà îò ñóììû èíòåíñèâíîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ âîëí
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ èíòåíñèâíîñòè íåñïðàâåä-
ëèâ. Åñòåñòâåííî, çäåñü ðå÷ü íå èäåò î íàðóøåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè. Èíòåðôåðåíöèÿ ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ïîòîêà
ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâó, ñîõðàíÿÿ åãî ñóììàðíóþ ýíåðãèþ. À â óñëîâè-
ÿõ, êîãäà I12 ≡ 0, ðåçóëüòèðóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàâíà ñóììå èíòåí-
ñèâíîñòåé ïàðöèàëüíûõ âîëí è èíòåðôåðåíöèÿ îòñóòñòâóåò. Íàïðèìåð,
äâå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûå â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ âîëíû
íå èíòåðôåðèðóþò, òàê êàê â íèõ (E1 ·E2) ≡ 0.

11.2. Èíòåðôåðåíöèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
ñâåòà

Õîòÿ ñâåò, èçëó÷àåìûé ëþáûì ðåàëüíûì èñòî÷íèêîì, êàê óæå óïî-
ìèíàëîñü, íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷íûì, èñïîëüçîâàíèå ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè ïîëåçíî â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïðè çíà-
êîìñòâå ñ ÿâëåíèåì èíòåðôåðåíöèè.

1. Íà÷íåì ñ èíòåðôåðåíöèè ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, ñ÷è-
òàÿ âíà÷àëå, ÷òî îíè ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíû è õàðàêòåðèçóþòñÿ
ïîëÿìè

E1(r, t) = Ê01e
i(k1r−ωt), E2(r, t) = Ê02e

i(k2r−ωt).

Åñëè íåñîâïàäàþùèå ïî íàïðàâëåíèþ âîëíîâûå âåêòîðà ýòèõ âîëí k1 è
k2 èçîáðàçèòü âûõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè, êàê íà ðèñ. 11.1, òî îíè îá-
ðàçóþò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
êàæäîé èç èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñîñòàâëÿþùèå
E⊥1 ,E⊥2 , ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè âåêòîðîâ (k1,k2), è ëåæàùèå â
ýòîé ïëîñêîñòè E‖1,E

‖
2. (Íà ðèñ. 11.1 âåêòîðû E⊥1 ,E⊥2 èçîáðàæåíû â âè-

äå æèðíîé òî÷êè, ñèìâîëèçèðóþùåé êîíåö ñòðåëû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
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ïëîñêîñòè ðèñóíêà.) Òàê êàê

(E1 + E2)2 = [(E⊥1 + E⊥2 ) + (E‖1 + E‖2)]
2 = (E⊥1 + E⊥2 )2 + (E‖1 + E‖2)

2

íå ñîäåðæèò ¾ïåðåêðåñòíûõ¿ ïðîèçâåäåíèé, ñóììàðíàÿ èíòåðôåðåíöè-
îííàÿ êàðòèíà îò ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí ñêëàäûâàåòñÿ èç
äâóõ íåçàâèñèìûõ ðàñïðåäåëåíèé

I = I⊥ + I‖, ãäå I⊥ = (E⊥1 + E⊥2 )2, I‖ = (E⊥1 + E⊥2 )2.

Ðèñ. 11.1

Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ïðèìåðà (ñì. íèæå), ðåçóëüòàòîì ýòîãî íàëîæå-
íèÿ ìîæåò ñòàòü ïîëíîå èñ÷åçíîâåíèå èíòåðôåðåíöèè.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå èíòåðôåðåíöèè ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðè-
çîâàííûõ âîëí ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èññëåäîâàíèþ äëÿ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí. Ïîñêîëüêó ïîëÿ â íèõ ñîäåðæàò
ïî îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòå, èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

E1(r, t) = E01e
i(k1r−ωt+ϕ1), E2(r, t) = E02e

i(k2r−ωt+ϕ2), (11.3)

ñîäåðæàùåì âåùåñòâåííûå àìïëèòóäû E01,E02 (áåç ¾øëÿïîê¿) è íà-
÷àëüíûå ôàçû ϕ1, ϕ2. Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ âîëí ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ < > ñîâïàäàåò ñ óñðåäíåíèåì çà ïåðè-
îä âîëíû. Ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîëí (11.3) I1 =

__
E2

1 ,
I2 =

__
E2

2 âûðàæàþòñÿ êàê I1 = (1/2)E2
01, I2 = (1/2)E2

02, à èíòåðôåðåíöè-
îííûé ÷ëåí I12 = 2

__________
(E1 ·E2), ãäå

__________
(E1 ·E2)=

1
2
Re

(
(E01 ·E02)ei(k1r+ϕ1)e−i(k2r+ϕ2)

)
,
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ïðèîáðåòàåò âèä

I12(r) = E01E02 cos α cos δΨ(r).

Çäåñü α � óãîë ìåæäó àìïëèòóäàìè E01,E02, à

δΨ(r) = (δk · r) + ϕ1 − ϕ2, δk = k1 − k2 (11.4)

åñòü ðàçíîñòü ôàç ïðèõîäÿùèõ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ âîëí (11.3). Îòëè÷-
íûé îò åäèíèöû ìíîæèòåëü cosα âîçíèêàåò â ýòîé ôîðìóëå, êîãäà â
êà÷åñòâå E01,E02 âûñòóïàþò E‖1,E

‖
2 (ðèñ. 11.1); ïðè ýòîì α ðàâåí óãëó

ìåæäó âåêòîðàìè k1,k2. Îáû÷íî ýòîò óãîë ìàë è ïîýòîìó äàëüøå ìíî-
æèòåëü cos α îïóñêàåòñÿ. Âûðàçèâ âõîäÿùèå â I12(r) àìïëèòóäû E01, E02

÷åðåç I1, I2, èíòåðôåðåíöèîííóþ ôîðìóëó (11.2) äëÿ ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ âîëí (11.3) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos δΨ(r). (11.5)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íàáëþ-
äåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî ðàäèóñîì-âåêòîðîì r. Ïîâåðõíîñòè ðàâíûõ èí-
òåíñèâíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (δk · r) = const è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðó δk = k1 − k2 (ðèñ. 11.2).

Ðèñ. 11.2

Èíòåíñèâíîñòü ìàêñèìàëüíà òàì, ãäå êîñèíóñ â (11.5) ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå +1, è ìèíèìàëüíà ïðè -1. (Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîëîæåíèÿ çàâèñÿò
îò ðàçíîñòè ϕ1−ϕ2.) Ðàññòîÿíèå ∆x ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ìàêñèìàëüíîé
(èëè ìèíèìàëüíîé) èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì δk∆x = 2π.
Òàê êàê ìîäóëè k1 = k2 = k = 2π/λ, òî δk = 2k sin(α/2), ãäå α � óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè k1 è k2. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆x = 2π/δk ïðèîáðåòàåò
çíà÷åíèå

∆x =
λ

2 sin α/2
' λ

α
(11.6)
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(ïîñëåäíåå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïîä ìàëûì
óãëîì äðóã ê äðóãó).

Åñëè íà ïóòè âîëí ïîìåñòèòü ïëîñêèé ýêðàí, òî ïëîñêîñòè ðàâíîé
èíòåíñèâíîñòè ïåðåñåêóò åãî ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, ò. å. íà ýêðàíå
áóäóò íàáëþäàòüñÿ ÷åðåäóþùèåñÿ ñâåòëûå è òåìíûå èíòåðôåðåíöèîí-
íûå ïîëîñû. Êîãäà ïëîñêîñòü ýêðàíà ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå óãëà
ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âîëí, øèðèíà èíòåðôåðåíöèîííîé ïîëîñû ðàâíà
âåëè÷èíå ∆x, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (11.6).

Çàâèñèìîñòü îñâåùåííîñòè ýêðàíà îò êîîðäèíàòû x (ðèñ. 11.2) äàåò-
ñÿ âûðàæåíèåì

I(x) = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos(2πx/∆x) (11.7)

(íà÷àëî îòñ÷åòà íà îñè x âûáðàíî â îäíîì èç ìàêñèìóìîâ � äàííûé
ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ϕ1 − ϕ2 = 0). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå èí-
òåðôåðåíöèè âîëí îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè I1 = I2 ôîðìóëà (11.7)
ïðèíèìàåò âèä

I(x) = 2I1[1 + cos(2πx/∆x)] = 4I1 cos2(πx/∆x), (11.8)

à îñâåùåííîñòü ýêðàíà èçìåíÿåòñÿ îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî
íóëþ, äî ìàêñèìàëüíîãî, ðàâíîãî ó÷åòâåðåííîìó çíà÷åíèþ îñâåùåííî-
ñòè îò îäíîé âîëíû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýêðàí íàêëîíèòü íà óãîë β, òî
øèðèíà ïîëîñû óâåëè÷èòñÿ è ñòàíåò ðàâíîé ∆x/ cos β.

Äàííûé ïóíêò çàâåðøèì ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì î ðåçóëüòèðóþùåé
èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíå äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííûõ
âîëí. Çäåñü øèðèíà èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ (11.6) äëÿ êàæäîé èç
äâóõ ïàð ñîñòàâëÿþùèõ âîëí E⊥ è E‖ îäèíàêîâà, íî ïîëîæåíèÿ ïî-
ëîñ, çàâèñÿùèå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîñòåé ôàç ϕ⊥1 − ϕ⊥2 è ϕ

‖
1 − ϕ

‖
2,

â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó èõ íàëîæåíèå ìîæåò ïðèâåñòè
êàê ê óñèëåíèþ, òàê è ê îñëàáëåíèþ ðåçêîñòè èíòåðôåðåíöèîííîé êàð-
òèíû. Ïðèâåäåì â ýòîé ñâÿçè ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé âîçìîæíîñòü
ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ èíòåðôåðåíöèè ïðè íàëîæåíèè âîëí ýëëèïòè÷åñêîé
ïîëÿðèçàöèè.

Ïðèìåð∗. Âû÷èñëèòü èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí I12 è âûÿâèòü óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ I12 ≡ 0, äëÿ âîëí ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè, èçîáðàæåí-
íûìè íà ðèñ. 11.1, êîòîðûå, ñîâìåñòèâ îñü z ïëîñêîñòè (x, z) ñ íàïðàâ-
ëåíèåì k1, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k1 = kez, k2 = k(cos α ez + sin α ex).
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè äëÿ îáùíîñòè ïðè-
ìåì â âèäå

E1(r, t) = (E11ex + E12e
iδ1ey)ei(k1 r−ωt),

E2(r, t) = (E21ex + E22e
iδ2ey + E23ez)eiδ0ei(k2 r−ωt),

(1)

ãäå E11, E12, à òàêæå E21, E22 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû (E23 < 0 íå
ó÷àñòâóåò â èíòåðôåðåíöèè), δ0, δ1, δ2 � ïðîèçâîëüíûå ôàçû.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ

I12 = 2(
________
E1xE2x +

________
E1yE2y)

è â äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò çíà÷åíèå

I12 = E11E21 cos[(k1 − k2)r− δ0] + E12E22 cos[(k1 − k2)r− δ0 + (δ1 − δ2)].

Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è E11E21 6= 0, E12E22 6= 0, äëÿ âûïîëíåíèÿ
òðåáîâàíèÿ I12 ≡ 0 íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîñèíóñû â ïîñëåäíåì âûðàæå-
íèè îòëè÷àëèñü òîëüêî çíàêàìè, à êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ áûëè ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

Òàêèì îáðàçîì, âîëíû (1) íå èíòåðôåðèðóþò, åñëè ôàçû δ1 è δ2 îò-
ëè÷àþòñÿ íà π, ò. å.

δ1 = δ2 ± π, (2)

à àìïëèòóäû êîìïîíåíò ïîëåé Ex, Ey ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

E12

E11
=

E21

E22
. (3)

Òàêîâû ôîðìàëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ I12 ≡ 0. ×òîáû óâèäåòü
ôèçè÷åñêèå îñîáåííîñòè íåèíòåðôåðèðóþùèõ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçî-
âàííûõ âîëí, îáðàòèìñÿ ê x, y-êîìïîíåíòàì ïîëåé (1), êîòîðûå ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) ïðèîáðåòàþò âèä





E1x = E11 cos(k1 r− ωt),

E1y = −E12 cos(k1 r− ωt + δ2),





E2x = E21 cos(k2 r− ωt + δ0),

E2y = E22 cos(k2 r− ωt + δ0 + δ2),
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ãäå δ2 � ïðîèçâîëüíàÿ (òàê æå, êàê è δ0, ðîëü êîòîðîé çäåñü íå îáñóæäà-
åòñÿ). Âèäíî, ÷òî ïðè δ2 = 0 ýòè âîëíû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàí�
íûìè, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) îíè ê òîìó æå ïîëÿðèçîâàíû â
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. (Ýòîò î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò, êîíå÷-
íî, èíòåðåñà çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåò.) Ïðè δ2 6= 0 ðàññìàòðèâàåìûå âîëíû
ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííû. Èõ ýëëèïñû ïîëÿðèçàöèè ïîäîáíû ìåæ-
äó ñîáîé è ïîâåðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà óãîë π/2, à âåêòî-
ðà E1,E2 âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè ñâîéñòâà
íàèáîëåå ïðîñòî, êàê ìû âèäåëè â � 7.6., âûÿâëÿþòñÿ â ñëó÷àå δ2 = π/2,
êîãäà




E1x = E11 cos(k1 r− ωt),

E1y = E12 cos(k1 r− ωt),





E2x = E21 cos(k2 r− ωt + δ0),

E2y = −E22 cos(k2 r− ωt + δ0)

è ãëàâíûå îñè ýëëèïñîâ ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé êîîðäèíàò.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî íà ðèñ. 11.3 èçîáðàæåíû ýëëèïñû ïî-

ëÿðèçàöèè ñ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèé âðàùåíèÿ ïîëåé (âèäèìûõ ñ êîíöà
âåêòîðà k1) â âîëíàõ 1 è 2 ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè E12/E11 = 1/2.

Ðèñ. 11.3

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé èíòåðôåðåíöèè âîëí îò äâóõ òî÷å÷íûõ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ S1 è S2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè
d äðóã îò äðóãà. Äëÿ íàáëþäåíèÿ ñëóæèò ïëîñêèé ýêðàí, óñòàíîâëåí-
íûé íà ðàññòîÿíèè L À d îò ëèíèè S1S2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.4.
Ïëîñêîñòü ðèñóíêà îáðàçîâàíà ëèíèåé S1S2 è ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç
ñðåäíåé òî÷êè ìåæäó èñòî÷íèêàìè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ýêðàíó. Ëèíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ýêðàíà ñ ðèñóíêîì ïðèíÿòà çà îñü x.
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Ðèñ. 11.4

Â êàæäóþ òî÷êó ýêðàíà ïðèõîäÿò äâå ñôåðè÷åñêèå âîëíû. Ïîëå
êàæäîé èç íèõ â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Äëÿ òî÷åê íà îñè x ýòè ñîñòàâëÿþùèå, ëå-
æàùèå ñîîòâåòñòâåííî â ïëîñêîñòè ðèñóíêà è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé,
ëåãêî ìûñëåííî ïðåäñòàâèòü êàê àíàëîã ðèñ. 11.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ýêðàíà ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî, íî îáñóæäåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, óâîäÿùåå íàñ áåç îñîáîé
íåîáõîäèìîñòè â ñòîðîíó, çäåñü íåóìåñòíî. Ïîýòîìó âíà÷àëå ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè òîëüêî â òî÷êàõ
íà îñè x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì L À d êîìïîíåíòû ïîëÿ îò êàæäîãî
èñòî÷íèêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé è îäíó
èç ïàð ïðåäñòàâèì â âèäå (7.57)

E01
L

r1
ei(kr1−ωt+ϕ1),

E02
L

r2
ei(kr2−ωt+ϕ2),

(11.9)

äîïóñòèâ, äëÿ âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ, îòëè÷íûå äðóã îò
äðóãà íà÷àëüíûå ôàçû ϕ1, ϕ2. Çäåñü E01, E02 � ïîëîæèòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå êîíñòàíòû, r1, r2 � ðàññòîÿíèÿ îò S1, S2 äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ
íà ýêðàíå; ïðè óñëîâèè L À d îòëè÷èåì r1, r2 ìåæäó ñîáîé, à òàêæå
îòëè÷èåì èõ îò L (ïðè îáû÷íîì îãðàíè÷åíèè x ¿ L) â çíàìåíàòåëÿõ
âûïèñàííûõ âûðàæåíèé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé
èíòåíñèâíîñòè, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ ï. 1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (11.5),
ãäå â êà÷åñòâå ðàçíîñòè ôàç ïðèõîäÿùèõ âîëí âûñòóïàåò

δΨ(r) = k(r1 − r2) + ϕ1 − ϕ2.
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Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (11.4), ÷òî îáóñëîâëåíî îò-
ìå÷åííûì â � 7.11 íåñîâïàäåíèåì ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò, îïèñûâàþùèõ
ñôåðè÷åñêóþ è ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåðôåðåíöèè âîëí îò òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ
èìååì

I(x) = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos(k∆l + δϕ), (11.10)
ãäå ∆l = r1− r2 � ðàçíîñòü õîäà èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí, δϕ = ϕ1−ϕ2

� ðàçíîñòü íà÷àëüíûõ ôàç, à I1 = (1/2)E2
01, I2 = (1/2)E2

02. Îòñþäà
ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ìèíèìàëüíîé ïî ìîäóëþ ðàçíîñòè õîäà ∆lmin, òîëüêî
êîìïåíñèðóþùåé ðàçíîñòü δϕ, íà ýêðàíå âîçíèêàåò ìàêñèìàëüíàÿ èí-
òåíñèâíîñòü Imax = I1 + I2 + 2

√
I1I2. Ïîëîæåíèÿ äðóãèõ ìàêñèìóìîâ

îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì
∆lm = ∆lmin ±mλ èëè k∆lm = ±2πm,

ãäå öåëîå ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì èíòåðôåðåíöèè, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàêñèìóìû íàçûâàþòñÿ ìàêñèìóìàìè m−ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òîò ìàêñèìóì, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ∆l = ∆lmin, ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìóìîì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííûå ìè-
íèìóìû Imin = I1 + I2− 2

√
I1I2 â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû íóëþ. Òîëüêî

ïðè I1 = I2 èìååì Imin = 0.
Îò÷åòëèâîñòü èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû çàâèñèò îò ðàçíîñòè ìåæ-

äó Imax, Imin è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì, íàçûâàåìûì âèäíîñòü èí-
òåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ

V =
Imax − Imin

Imax + Imin
, (11.11)

èçìåíÿþùèìñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 (êîãäà èíòåðôåðåíöèÿ îòñóòñòâóåò) äî
1, êîãäà Imin = 0. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè (11.10) èìååì

V =
2
√

I1I2

I1 + I2
.

×òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü îñâåùåííîñòè ýêðàíà îò êîîðäèíàòû x,
íóæíî ðàçíîñòü õîäà âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòó òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Â
êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ çäåñü ìîæíî ïðèíÿòü ðåçóëüòàò â
âèäå ∆l(x) = (d/L)x, ïðîñìàòðèâàþùèéñÿ ïðè d ¿ L, x ¿ L íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ, íàìå÷åííîãî ïóíêòèðîì íà ðèñ.
11.4. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì áîëåå òî÷íîãî
âûðàæåíèÿ

∆l(x) = d[(1− 1
8

d2

L2
)
x

L
− 1

2
x3

L3
], (11.12)
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êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå ðàç â � 11.7. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðôåðåí-
öèîííûé ÷ëåí â ôîðìóëå (11.10) èìååò âèä

I12 = 2
√

I1I2 cos(k
d

L
x + δϕ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî øàã èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ, îïðåäåëÿåìûé óñëî-
âèåì k(d/L)∆x = 2π, ðàâåí ∆x = (λ/d)L. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå L À
À d, ïðèíÿòîå ðàíüøå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ âèçóàëüíîãî íàáëþ-
äåíèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè I1 = I2 = I0

ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè (11.10) ïðèîáðåòàåò âèä

I(x) = 2I0[1 + cos(k
d

L
x + δϕ)]; (11.13)

òîãäà âèäíîñòü ïîëîñ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå V = 1.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî òî÷êè ýêðàíà, ëåæàùèå â ïëîñ-
êîñòè ÷åðòåæà íà ðèñ. 11.2. Â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè ìàêñèìàëüíîé
è ìèíèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëîèäû âðà-
ùåíèÿ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ S1 è S2, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó
òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé îò äâóõ çàäàííûõ òî÷åê (èñ-
òî÷íèêîâ S1 è S2) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ôîðìà èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãèïåð-
áîëîèäîâ ñ ïëîñêîñòüþ ýêðàíà. Â íåáîëüøîé öåíòðàëüíîé åãî îáëàñòè
ïîëîñû ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîîòñòîÿùèìè ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè, îðèåíòèðîâàííûìè ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ÷åðòåæà íà
ðèñ. 11.2.

11.3. Ïåðâûé øàã â ñòîðîíó îò ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé èäåàëèçàöèè

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè S1 è S2 ÿâëÿþòñÿ
ìàëûå ñêîïëåíèÿ íåçàâèñèìî èçëó÷àþùèõ àòîìîâ. Òîãäà ïðèõîäÿùèå
â òî÷êó íàáëþäåíèÿ âîëíû ÿâëÿþòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèìè (ñì.
� 8.3) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàëîæåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
îòäåëüíûõ öóãîâ âîëí. Ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîëÿ ïðè ýòîì ìîãóò îïèñû-
âàòüñÿ âûðàæåíèÿìè (11.9), åñëè òîëüêî ïîä ñèìâîëàìè ϕ1, ϕ2 ïîíèìàòü
íåçàâèñèìûå ìåäëåííîìåíÿþùèåñÿ ñëó÷àéíûå ôóíêöèè âðåìåíè ϕ1(t)
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è ϕ2(t). Ýòè ôóíêöèè òàêîâû, ÷òî çà ¾ïðèáîðíîå âðåìÿ¿ τ0 îíè ñ ðàâ-
íîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàþò ëþáîå çíà÷åíèå èç ïðîìåæóòêà (−π, π),
òàê ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

< cos ϕ1,2(t) > = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèé ϕ1(t), ϕ2(t) õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå
ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ, íàçûâàåìîãî âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè, â òå÷å-
íèå êîòîðîãî îíè îñòàþòñÿ ïî÷òè íåèçìåííûìè. Êàê ñëåäóåò èç îöåíêè
§ 8.3, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ïðîìåæóòîê τ ñîñòàâëÿåò 107 ïåðèîäîâ âîë-
íû (τ ∼ 107 2π/ω). Íî îí âñå æå î÷åíü ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì
óñðåäíåíèÿ τ0, ò. å. ñïðàâåäëèâû îöåíêè

2π/ω ¿ τ ¿ τ0. (11.14)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç-
ëó÷åíèÿ èíòåðôåðèðóþùèì â òî÷êàõ ýêðàíà âîëíàì ñîîòâåòñòâóþò ïî-
ëÿ âèäà

E1 = E01e
i(kr1−ωt+ϕ1),

E2 = E02e
i(kr2−ωt+ϕ2),

â êîòîðûõ àìïëèòóäû E01, E02 ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèìè îò âðå-
ìåíè. Òåïåðü ïðè óñëîâèè (11.14) âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé, îïðå-
äåëÿþùèõ èíòåíñèâíîñòü (11.2), ìîæíî âûïîëíÿòü ïîýòàïíî. Ñíà÷àëà
îñóùåñòâèòü óñðåäíåíèå çà ïåðèîä 2π/ω, ñ÷èòàÿ ôóíêöèè ϕ1,2(t) íåèç-
ìåííûìè, à çàòåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óñðåäíèòü çà èíòåðâàë τ0. Äëÿ
èíòåðôåðåíöèîííîãî ÷ëåíà, íàïðèìåð,

I12 = 2 < E1E2 > = 2
________

< E1E2 >,

èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (7.20), ñîãëàñíî êîòîðîìó
________
E1E2 = (1/2)E01E02 cos[k(r1 − r2) + ϕ1(t)− ϕ2(t)],

ïîëó÷àåì

I12 = E01E02 < cos[k(r1 − r2) + ϕ1(t)− ϕ2(t)] > .

Ó÷òÿ, ÷òî I1 = (1/2)E2
01, I2 = (1/2)E2

02, îñíîâíóþ èíòåðôåðåíöèîííóþ
ôîðìóëó òåïåðü ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 < cos δΨ >, (11.15)
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îòëè÷èå êîòîðîãî îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà (11.10) äëÿ ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè ñîäåðæèòñÿ â îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ êîñèíóñà
ðàçíîñòè ôàç ïðèõîäÿùèõ âîëí

δΨ = k(r1 − r2) + δϕ(t), δϕ(t) = ϕ1(t)− ϕ2(t). (11.16)

Ýòî îòëè÷èå, íåñóùåñòâåííîå íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðèâîäèò ê âåñüìà ñó-
ùåñòâåííûì ïîñëåäñòâèÿì.

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ôóíêöèè δϕ(t) äâå âîëíû, ïðèõîäÿùèå
â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ïðè ãðóáîì ðàññìîòðåíèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà êî-
ãåðåíòíûå è íåêîãåðåíòíûå ìåæäó ñîáîé. Ïåðâûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî,
åñëè δϕ(t) ≈ const : ïðè ϕ1(t), ϕ2(t), ÿâëÿþùèõñÿ ñëó÷àéíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè, èõ ðàçíîñòü ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè τ0. Â ýòîì ñëó÷àå

< cos δΨ > = cos[k(r1 − r2) + δϕ]

çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ è ñîçäàåò òàêèå æå èíòåðôå-
ðåíöèîííûå ïîëîñû, êàê è äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Åñëè æå δϕ(t)
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè, äëÿ êîòîðîé

< cos δΨ > = 0,

âîëíû íàçûâàþòñÿ íåêîãåðåíòíûìè; ýòè âîëíû íå èíòåðôåðèðóþò.

11.4. Êâàçèìîíîõðîìàòè÷íîñòü è êîãåðåíò-
íîñòü

Ýòè ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â ãëàâå 8 è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èìå-
þò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿ èíòåðôåðåíöèè.
Ïîýòîìó çäåñü ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå ñîäåðæàíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è èõ
ñâÿçè. Ïîñòàðàåìñÿ ñîñòàâèòü îïðåäåëåííîå îáðàçíîå ïðåäñòàâëåíèå î
õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ ôàçû â âîëíå, íàçûâàåìîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â òî÷êå íàáëþäåíèÿ â ñëó÷àå
åñòåñòâåííîãî èñòî÷íèêà ñâåòà åñòü ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ ïîëåé îò ñïîí-
òàííî èçëó÷àþùèõ âîçáóæäåííûõ àòîìîâ. À âîçáóæäåííûé àòîì èçëó-
÷àåò íå ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, à âûñòðåëèâàåò âîëíîâîé öóã îïðå-
äåëåííîé äëèòåëüíîñòè, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ìîäåëè ìîæíî ïðèíÿòü ëèáî
îáðûâîê ñèíóñîèäû, ëèáî ïîëå çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà (ðèñ. 11.5).
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t

(a)

E(t)

0

E0e-γt

E0

t

E(t)

τ

T=2π/ω0

Ðèñ. 11.5

Ïîëå çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà (ðèñ. 11.5,à) îòâå÷àåò èçëó÷åíèþ ñâî-
áîäíûõ àòîìîâ. Çäåñü êîýôôèöèåíò γ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðàäèà-
öèîííîãî çàòóõàíèÿ. Âðåìÿ τèçë = 1/γ åñòü âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî
ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷åì τèçë ' 10−8ñ.

Â ðåàëüíîì èñòî÷íèêå èç-çà ñòîëêíîâåíèÿ àòîìîâ ïðîöåññ èçëó÷å-
íèÿ ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ. Ïðè îïðåäåëåííîé ïëîòíîñòè ãàçîâîé ñðåäû
ýôôåêòèâíîå âðåìÿ æèçíè τóä èçëó÷àþùåãî àòîìà â âîçáóæäåííîì ñî-
ñòîÿíèè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ðàäèàöèîííîãî âðåìåíè τèçë. À åñëè
õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ìíîãî ìåíüøå âðåìåíè ðà-
äèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ, òî èçìåíåíèåì àìïëèòóäû íà ïðîòÿæåíèè îò-
äåëüíîãî öóãà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïðèíÿòü ìîäåëü îáðûâêà ñèíóñîèäû.
Èçëó÷åíèå, ïðèõîäÿùåå â òî÷êó íàáëþäåíèÿ îò ðåàëüíîãî èñòî÷íèêà,
ñîñòîÿùåãî èç áîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èçëó÷àòåëåé, ìîæíî ñõå-
ìàòè÷åñêè èçîáðàçèòü â âèäå ïðîñòåéøåé èäåàëèçàöèè (ðèñ. 11.6).

Ðèñ. 11.6

Çäåñü èçîáðàæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öóãîâ âîëí íåèçìåííîé àìïëè-
òóäû è íåèçìåííîé äëèòåëüíîñòè T, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ôàçà íå ñáè-

www.phys.nsu.ru



152 Ãëàâà 11. Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
âàåòñÿ, à ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî öóãà ê äðóãîìó ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ìåíÿåòñÿ. Ðåàëüíàÿ êàðòèíà òîëüêî ïðèáëèæåííî óêëàäûâàåòñÿ â ýòó
ïðîñòóþ ìîäåëü, ò. ê. ϕ ìåíÿåòñÿ ïîñòîÿííî. Îäíàêî âñåãäà ìîæíî âû-
äåëèòü íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ, â òå÷åíèå êîòîðîãî çíà÷åíèå
ôàçû ìîæíî ïðåäñêàçàòü ïî åå íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Ýòî âðåìÿ óæå
áûëî íàçâàíî âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè, à ñàìî ÿâëåíèå íàëè÷èÿ êîððå-
ëÿöèè ôàç íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé êîãåðåíòíîñòüþ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 11.6, ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì; åãî ñïåêòð õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòî-
ðîé øèðèíîé âîçëå îñíîâíîé ÷àñòîòû ω0. Øèðèíà ëèíèè ñâÿçàíà ñ äëè-
òåëüíîñòüþ öóãà (èëè âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè τ) ñîîòíîøåíèåì íåîïðå-
äåëåííîñòè

∆ω · τ ∼ π.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ãîâîðèì î êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîì ñâåòå,
òî ïîä ýòèì ïîíèìàåì ñëåäóþùåå. Âî âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíóñîèäàëüíûõ öóãîâ îïðåäåëåííîé äëèòåëü-
íîñòè, áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé, ôàçû êîòîðûõ
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî öóãà ê äðóãîìó ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿþò-
ñÿ. Â ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ìàëîé øèðèíû ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ∆ω ∼ π/τ
âîçëå îñíîâíîé ÷àñòîòû ω0. Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà â ñëó÷àå
åñòåñòâåííîãî èñòî÷íèêà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå τ âûñòóïàåò âðå-
ìÿ ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ τèçë ∼ 10−8c. Òîãäà, êàê âèäíî èç � 8.3.,
∆ω/ω0 ∼ 10−7 è, ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè ñîñòàâëÿåò 107

ïåðèîäîâ êîëåáàíèé. Ñ ó÷åòîì óäàðíîãî è äîïëåðîâñêîãî óøèðåíèÿ ðå-
àëüíàÿ øèðèíà ëèíèè ìîæåò â íåñêîëüêî ñîòåí ðàç ïðåâûøàòü åñòå-
ñòâåííóþ øèðèíó ëèíèè π/τèçë. Â ëàçåðàõ áëàãîäàðÿ âûíóæäåííîìó
èçëó÷åíèþ âîçáóæäåííûõ àòîìîâ τ äîñòèãàåò çíà÷åíèé 10−3c.

Ñäåëàåì óòî÷íÿþùåå çàìå÷àíèå î ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòè
ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó òèïà èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 11.6.
Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïðîòÿæåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðî-
öåññà ñêîðåå ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, ÷åì T, è ïîýòîìó øèðèíà ñïåêòðà íå
îáÿçàíà óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ ∆ω ∼ π/T.

×òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â îøèáî÷íîñòè ïîäîáíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðî-
âåäåì íåîáõîäèìûé àíàëèç. Ïðèìåì, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå E(t) â òî÷êå
íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàëîæåíèå öóãîâ âîëí, ïðèõîäÿùèõ îò
ýëåìåíòàðíûõ èçëó÷àòåëåé. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, âñå öóãè îäèíàêîâû.
Îíè ìîãóò áûòü îáðûâêîì ñèíóñîèäû, ïîëåì çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà
èëè ÷åì-ëèáî äðóãèì, íî îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè, ò. å. âåñü ñòàöèî-
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íàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü èçîáðàæåí â âèäå òàêîé ñóììû:

E(t) =
∑

i

E0(t− ti).

Çäåñü E0(t) � ïîëå îäíîãî öóãà, ¾öåíòð¿ êîòîðîãî ïðèõîäèòñÿ íà ìî-
ìåíò t = 0, ti � ñëó÷àéíûå, ìåæäó íèìè íåò êîððåëÿöèè, ò. ê. àòîìû
èçëó÷àþò ñïîíòàííî.

Ïóñòü çà ïðîìåæóòîê óñðåäíåíèÿ (−τ0/2, τ0/2) ÷åðåç òî÷êó íàáëþ-
äåíèÿ ïðîõîäèò áîëüøîå ÷èñëî n ¾öåíòðîâ¿. Ïîëå ýòèõ n öóãîâ ïóñòü
áóäåò

E(t) =
n∑

i=1

E0(t− ti).

Îáðàòèìñÿ ê ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ E(t) â òî÷êå íàáëþäåíèÿ è
âûðàçèì åå ÷åðåç E(t) :

I =
1
τ0

τ0/2∫

−τ0/2

E2(t)dt =
1
τ0

∞∫

−∞
E2(t)dt.

(Çäåñü ïðè çàìåíå E(t) íà E(t) è çàìåíå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìû
íåãëàñíî ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íà âñåì èíòåðâàëå (−τ0/2, τ0/2) ïîëÿ E(t),
E(t) òîæäåñòâåííû, è ÷òî E(t) = 0 âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Íà ñàìîì äåëå
îáà ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íåòî÷íû: ïîëå E(t) âûõîäèò çà ïðåäåëû èíòåð-
âàëà çà ñ÷åò ¾õâîñòèêîâ¿ ïîëåé îò òåõ öóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
âáëèçè ãðàíèö; ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå â ýòèõ ìåñòàõ ïîëÿ E(t), E(t)
îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Íî â óñëîâèÿõ, êîãäà èíòåðâàë óñðåäíåíèÿ
τ0 íàìíîãî áîëüøå äëèòåëüíîñòè îäíîãî öóãà, ò. å. n À 1, îòìå÷åííûå
íåòî÷íîñòè íå âëèÿþò íà ñïðàâåäëèâîñòü âûïèñàííîãî ñîîòíîøåíèÿ.)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ïàðñåâàëÿ
∞∫

−∞
E2(t)dt =

∞∫

−∞
| E(ω) |2 dt.

Òàê êàê E0(t− ti) + E0(ω)eiωti (ñì. (8.11)), òî

E(ω) = E0(ω)
n∑

i=1

eiωti , | E(ω) |2 = | E0(ω) |2|
n∑

n=1

eiωti |2 =
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= | E0(ω) |2
n∑

i,k=1

eiω(ti−tk) = | E0(ω) |2
(

n + 2
n∑

i<k

cos ω(ti − tk)

)

(äâîéíóþ ñóììó ïðåîáðàçîâàëè, âûäåëèâ èç íåå ñëàãàåìûå i = k). Íà-
ïîìíèì, ÷òî ìîìåíòû âðåìåíè ti � ñîâåðøåííî ñëó÷àéíû. Â ñèëó ýòîãî
êîñèíóñ â ïîñëåäíåé ñóììå ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò îäè-
íàêîâûå ïî ìîäóëþ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó
ïðè n À 1 ýòà ñóììà ðàâíà 0. Ïîëó÷èëè, ÷òî

| E(ω) |2 = n | E0(ω) |2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

I =

∞∫

−∞
I(ω)dω = (n/τ0)

∞∫

−∞
| E0(ω) |2 dω, ò. å. I(ω) = n1 | E0(ω) |2,

ãäå n1 = n/τ0 � ñðåäíåå ÷èñëî öóãîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó íàáëþ-
äåíèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì îò-
äåëüíîãî öóãà.

Èòàê, êîíòóð ñïåêòðàëüíîé ëèíèè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû
ñîâïàäàåò ïî øèðèíå è ôîðìå ñ êîíòóðîì ñïåêòðàëüíîé ëèíèè îäíîãî
öóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ñîìíåíèå áûëî íåîáîñíîâàííî. Âàæíî ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîãî ðåçóëüòàòà âàæíà ñëó÷àéíîñòü
ìîìåíòîâ ïðèõîäà îòäåëüíûõ öóãîâ. Âñïîìíèâ ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêè ïî-
âòîðÿþùèõñÿ ñèãíàëîâ, ëåãêî ñîîáðàçèòü, êàê áû âèäîèçìåíèëñÿ ñïåêòð,
åñëè áû öóãè âîëí ïðèõîäèëè ñòðîãî ñ âûäåðæèâàíèåì èíòåðâàëà.

11.5. Îïûò Þíãà.
Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå

Êàê áûëî çàìå÷åíî â � 11.3, åñëè ðàçíîñòü ôàç δϕ(t) äâóõ âîëí, ïðè-
õîäÿùèõ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé, òî ýòè
âîëíû íå èíòåðôåðèðóþò. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, êîãäà ñèñòå-
ìà âîëí, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 11.3, ïîðîæäàåòñÿ íåçàâèñèìûìè êâàçè-
ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè èñòî÷íèêàìè S1, S2. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ âîçìîæíî-
ñòè íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíòåðôåðèðóþùèå

www.phys.nsu.ru



11.5. Îïûò Þíãà. Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå 155
âîëíû èñõîäèëè îò îäíîãî èñòî÷íèêà è áûëè êîãåðåíòíû. Ýòî âïåðâûå
áûëî îñóùåñòâëåíî Òîìàñîì Þíãîì â íà÷àëå XIX âåêà. Ïðèíöèïèàëü-
íàÿ ñõåìà îïûòà Þíãà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.7. Çäåñü S � òî÷å÷-
íûé èñòî÷íèê, ñîçäàþùèé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêóþ ñôåðè÷åñêóþ âîë-
íó, êîòîðàÿ íà äâóõ ìàëûõ (ìåíüøå äëèíû âîëíû) áëèçêîðàñïîëîæåí-
íûõ îòâåðñòèÿõ â ýêðàíå A ïîðîæäàåò âòîðè÷íûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû2.
Äëÿ íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè ýòèõ âîëí ñëóæèò äðóãîé ýêðàí, ðàñ-
ïîëîæåííûé íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè L îò ïåðâîãî (L À d, ãäå d �
ðàññòîÿíèå ìåæäó îòâåðñòèÿìè O1, O2).

Ðèñ. 11.7

Ïîëå âîëíû, ïîðîæäàåìîé èñòî÷íèêîì S, â îòâåðñòèÿõ O1, O2 ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå E(t) = E0e

iϕs(t)e−iωt, ãäå ϕs � ñëó-
÷àéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, õàðàêòåðèçóåìàÿ âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè τ
(ñì. � 11.3). Òîãäà âîëíû, ïðèõîäÿùèå â òî÷êó íàáëþäåíèÿ P, õàðàê-
òåðèçóþòñÿ ïîëÿìè, ôàçû êîòîðûõ ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ íà âðåìåíà
r1/c, r2/c ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

Ψ1(t) = ϕs(t− r1

c
)− ω(t− r1

c
), Ψ2(t) = ϕs(t− r2

c
)− ω(t− r2

c
),

ãäå r1, r2 � ðàññòîÿíèÿ îò O1, O2 äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ P. Ïðè ýòîì ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11.15)

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 < cos δΨ >,

à â êà÷åñòâå ðàçíîñòè ôàç âûñòóïàåò

δΨ = k(r1 − r2) + ϕs(t− r1

c
)− ϕs(t− r2

c
).

2Âëèÿíèå ðàçìåðà èñòî÷íèêà S íà èíòåðôåðåíöèîííûå ÿâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
â � 11.7, à êîíå÷íîñòü ðàçìåðîâ îòâåðñòèé áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ãëàâå î äèôðàêöèè.

www.phys.nsu.ru



156 Ãëàâà 11. Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
Ñìåñòèâ íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè, ïîñëåäíþþ âåëè÷èíó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

δΨ = k∆l + ϕs(t)− ϕs(t +
∆l

c
), ∆l = r1 − r2,

òàê êàê äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ýòî íå ïðèâîäèò ê èçìå-
íåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ < δΨ >.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â îïûòå Þíãà äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ I1 6= I2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 < cos[k∆l + ϕs(t)− ϕs(t +
∆l

c
)] >.

(Çàìåòèì, ÷òî îòëè÷èå I1 è I2 â äàííîì îïûòå ìîæåò áûòü âûçâàíî
òîëüêî íåîäèíàêîâîñòüþ ìàëûõ îòâåðñòèé O1, O2 ïî ïëîùàäè; ïðè îäè-
íàêîâûõ îòâåðñòèÿõ èìååì I1 = I2.) Èç ôîðìóëû âèäíî, ÷òî çäåñü èí-
òåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ðàçíîñòè õîäà.

Åñëè ∆l/c ¿ τ, ãäå τ � âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè èñòî÷íèêà, òî âõîäÿ-
ùàÿ â àðãóìåíò êîñèíóñà ðàçíîñòü ôàç δϕs(t) ïî÷òè äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè âíóòðè èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ τ0 ðàâíà íóëþ è < cos δΨ >=
= cos k∆l. Òî åñòü, åñëè ðàçíîñòü õîäà ∆l ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû
âîëíîâîãî öóãà cτ (∆l ¿ cτ) (â äàëüíåéøåì åå áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëü-
íûì ðàçìåðîì êîãåðåíòíîñòè è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì l‖), òî âîëíû,
ïðèõîäÿùèå â òî÷êó íàáëþäåíèÿ ïî äâóì ðàçíûì ïóòÿì, êîãåðåíòíû
è ñîçäàþò èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó, ñîâïàäàþùóþ ñ òîé, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè. Îíà
èññëåäîâàíà â � 11.2 è ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.3.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî êîãäà ðàçíîñòü õîäà äîñòèãíåò çíà÷åíèé,
áëèçêèõ ê l‖ = cτ èëè ïðåâûøàþùèõ ýòó âåëè÷èíó, òî ôóíêöèÿ δϕs(t)
íà èíòåðâàëå óñðåäíåíèÿ íà÷èíàåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî
ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ âèäíîñòè (11.11) èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ñõåìå Þíãà èñïîëüçóåòñÿ òî÷å÷íûé êâàçèìî-
íîõðîìàòè÷åñêèé èñòî÷íèê ñ âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè τ (èëè ñ øèðè-
íîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ∆ω ∼ π/τ), òî îò÷åòëèâàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ
êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â òåõ ÷àñòÿõ ýêðàíà, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü õîäà

∆l ¿ l‖.

Ïðè óâåëè÷åíèè ∆l âèäíîñòü ïîëîñ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû óìåíü-
øàåòñÿ è ïðè ∆l > l‖ áûñòðî îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî ïðîäîëüíûé ðàçìåð êîãåðåíòíîñòè

êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îäíîé èç ñëåäó-
þùèõ ôîðìóë:

l‖ = cτ = c
π

∆ω
=

λ2
0

2∆λ
. (11.17)

(Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà èçëó÷åíèå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ðàçáðîñîì äëèí âîëí ∆λ âîçëå îñíîâíîé âåëè÷èíû λ0; ïîëó÷àåòñÿ
èç ñîîòíîøåíèÿ ω = c(2π/λ), ñâÿçûâàþùåãî êðóãîâóþ ÷àñòîòó ñ äëèíîé
âîëíû èçëó÷åíèÿ.) Ïðîäîëüíûé ðàçìåð êîãåðåíòíîñòè äëÿ åñòåñòâåííûõ
èñòî÷íèêîâ ñâåòà ìîæåò äîñòèãàòü ìåòðîâ. Íàïðèìåð, åñëè èñòî÷íèêîì
ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííûé ãàç, òî, êàê îòìå÷àëîñü â � 11.4, â êà÷å-
ñòâå âðåìåíè êîãåðåíòíîñòè âûñòóïàåò âðåìÿ ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ
τèçë ∼ 10−8c, è òîãäà l‖ èìååò ïîðÿäîê τèçë = 3 · 102ñì. Ïðè ó÷åòå äî-
ïëåðîâñêîãî óøèðåíèÿ ýòà âåëè÷èíà ñïàäàåò äî ñàíòèìåòðîâ.

11.6. Îïûò Þíãà. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç

Èòàê, èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé î âðåìåíè è äëèíå êîãåðåíòíî-
ñòè ìû ïðèøëè ê ïîíèìàíèþ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé
êàðòèíû ïî ìåðå óäàëåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò îñè ñèììåòðèè. Òåïåðü
ïîëó÷åííûé êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ïîäòâåðäèì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
Èñòî÷íèê áóäåì åùå ïðîäîëæàòü ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì. Ïóñòü îí èçëó÷àåò
ñïåêòð øèðèíû ∆ω ¿ ω0 âáëèçè îñíîâíîé ÷àñòîòû ω0. Äëÿ ïðîñòîòû
èñòèííûé êîíòóð ñïåêòðàëüíîé ëèíèè àïïðîêñèìèðóåì ïðÿìîóãîëüíè-
êîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.8.

Ðèñ. 11.8

Âûäåëèì â ñïåêòðå ëèíèþ øèðèíû dω, óçêóþ íàñòîëüêî, ÷òî åå ïðî-
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äîëüíûé ðàçìåð êîãåðåíòíîñòè l‖ = cπ/dω íàìíîãî áîëüøå, ÷åì âñå
ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü ðàçíîñòè õîäà. Â ýòîì ñëó÷àå äàííàÿ ñïåêòðàëü-
íàÿ ëèíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ýêðàíà ñîçäàåò èíòåðôåðåíöèîí-
íóþ êàðòèíó, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (11.10). Îòâåðñòèÿ â ýêðàíå
A (ðèñ. 11.7) áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè. Òîãäà âõîäÿùèå â ôîðìóëó
(11.10) èíòåíñèâíîñòè I1, I2 ðàâíû è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé óçêîé ëèíèè

dI1 = dI2 =
I0

∆ω
dω,

à ðàñïðåäåëåíèå dI(x) çàäàåòñÿ êàê

dI(x) = 2
I0

∆ω

(
1 + cos

ω

c
∆l(x)

)
dω.

Ñîñåäíÿÿ ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ èçëó÷àåò äðóãóþ êâàçèìîíîõðîìàòè÷å-
ñêóþ âîëíó, ôàçû â êîòîðîé ìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíî, íåçàâèñèìî îò ïåðâîé
âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ âîëíà íå ìîæåò èíòåðôåðèðîâàòü ñ ïåð-
âîé. Ó íèõ ïðîñòî ñêëàäûâàþòñÿ èíòåíñèâíîñòè. Ïîýòîìó ñóììàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè íà ýêðàíå áóäåò

I(x) = 2
I0

∆ω

ω0+∆ω/2∫

ω0−∆ω/2

(
1 + cos

ω

c
∆l(x)

)
dω,

÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

I(x) = 2I0

(
1 + sinc[

∆ω

2c
∆l(x)] cos

ω0

c
∆l(x)

)
. (11.18)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà (11.13)
äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ (ïðè δϕ = 0) òîëüêî íàëè÷èåì â èí-
òåðôåðåíöèîííîì ÷ëåíå ìíîæèòåëÿ

ξ = sinc[
∆ω

2c
∆l(x)],

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìåäëåííîìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ ïî ñðàâíåíèþ
ñ cos[(ω0/c)∆l(x)]. Íî áëàãîäàðÿ åìó âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïî-
ëîñ (11.11) òåïåðü íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé V = 1, êàê â ñëó÷àå (11.13), à
ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàòû x, òàê êàê

Imax = 2I0(1+ | ξ |), Imin = 2I0(1− | ξ |) è V = | ξ(x) | .

www.phys.nsu.ru



11.6. Îïûò Þíãà. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç 159
Äëÿ óäîáñòâà èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ àðãóìåíò ôóíêöèè ξ ïðåîáðà-
çóåì, ââåäÿ â íåãî l‖ = c(π/∆ω) � ïðîäîëüíûé ðàçìåð êîãåðåíòíîñòè.
Òîãäà

ξ = sinc[
π

2
∆l(x)

l‖
],

è ãðàôèê ôóíêöèè

V = | ξ |= | sinc[
π

2
∆l(x)

l‖
] |

èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 11.9.

Ðèñ. 11.9

Òàêèì îáðàçîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, âèäíîñòü
èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ îñòàåòñÿ áëèçêîé ê åäèíèöå, ïîêà ðàçíîñòü
õîäà íàìíîãî ìåíüøå l‖. Êîãäà ∆l íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ ∆l ≤ l‖,
âèäíîñòü ïîëîñ ïðåâûøàåò çíà÷åíèå V = 1/2, ò. å.

V > 1/2 ïðè ∆l ≤ l‖.

Òîëüêî ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàçíîñòè õîäà çíà÷åíèå V ïàäàåò
äî íóëÿ (ïðè ∆lmax = 2l‖).

Ôîðìóëó (11.18), çàäàþùóþ ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè, ïåðåïè-
øåì, çàìåíèâ ðàçíîñòü õîäà ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì ∆l(x) = xd/L :

I(x) = 2I0[1 + sinc(
∆ω

2c

d

L
x) cos(

ω0

c

d

L
x)],

è äëÿ ÷àñòè ýêðàíà ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ x èçîáðàçèì íà ðèñ. 11.10.
Çäåñü ìåñòîïîëîæåíèå, ãäå âèäíîñòü ïîëîñ â ïåðâûé ðàç îïóñêàåòñÿ äî
íóëÿ, îòìå÷åíî êîîðäèíàòîé x∗ = 2l‖L/d. Ñðàâíèâ åå ñ øàãîì èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ïîëîñ ∆x = λ0L/d, íàõîäèì, ÷òî x∗ = 2(l‖/λ0)∆x. Òàê
êàê l‖ = λ2

0/(2∆λ) (ñì. (11.17)), èìååì x∗ = (λ0/∆λ)∆x, ò. å. ÷èñëî
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èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ â ðàññìàòðèâàåìîé ïîëîñå 0 < x < x∗ ðàâ-
íî λ0/∆λ, èëè, èíûìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè
mmax = ∆lmax/λ0 îãðàíè÷èâàåòñÿ îòíîøåíèåì λ0/∆λ :

mmax = λ0/∆λ.

Ðèñ. 11.10

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî åñëè ñâåò íå êâàçèìîíîõðî-
ìàòè÷åí, ò. å. íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∆λ/λ0 ¿ 1, òî íàáëþäàåìàÿ
êàðòèíà çàâèñèò òàêæå îò ñïåêòðàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèåìíèêà
èçëó÷åíèÿ. Â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå áåëîãî ñâåòà è âèçóàëüíîãî
íàáëþäåíèÿ ýôôåêòèâíûé äèàïàçîí äëèí âîëí ïðîñòèðàåòñÿ ïðèáëè-
çèòåëüíî îò 400 äî 700íì è ∆λ/λ0 ïðèìåðíî ðàâíî 1. Â ýòîì ñëó÷àå
íà òîì ìåñòå, ãäå ïðè ìîíîõðîìàòè÷åñêîì îñâåùåíèè äîëæíà áûëà áû
íàõîäèòüñÿ ïîëîñà íóëåâîãî ïîðÿäêà, ìû óâèäèì öåíòðàëüíóþ áåëóþ
ïîëîñó; ïî îáå ñòîðîíû îò íåå ðàñïîëàãàþòñÿ îêðàøåííûå ïîëîñû, à çà
íèìè � ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå êàæåòñÿ ãëàçó ðàâíîìåðíî îñâåùåííûì
áåëûì ñâåòîì. Àíàëèç äàííîé ñèòóàöèè âûõîäèò çà ïðåäåëû äàííîãî
êóðñà, è ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ çäåñü îñòàâëÿþòñÿ áåç
îáñóæäåíèÿ.

11.7. Âëèÿíèå ðàçìåðîâ èñòî÷íèêà íà èíòåð-
ôåðåíöèîííûå ÿâëåíèÿ

Ðàññìîòðåíèå ñõåìû Þíãà äî ñèõ ïîð ïðîâîäèëîñü â ïðåäïîëîæåíèè
ìàëîñòè êàê ðàçìåðà èñòî÷íèêà, òàê è îòâåðñòèé O1, O2 ïî ñðàâíåíèþ
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ñ äëèíîé âîëíû. Ýòî ïîçâîëÿëî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó íàáëþäå-
íèÿ èíòåðôåðèðóþùèå âîëíû ïðèõîäÿò ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé ðàçíî-
ñòüþ õîäà, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè. Òàêàÿ èäåàëèçàöèÿ äàâàëà
âîçìîæíîñòü âûÿâèòü ðîëü íåìîíîõðîìàòè÷íîñòè èçëó÷åíèÿ â èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ÿâëåíèÿõ, íå îñëîæíÿÿ àíàëèç ïîáî÷íûìè ôàêòîðàìè.

Òåïåðü îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè ðàçìåðîâ èñòî÷íè-
êà è ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõåìû Þíãà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîòÿ-
æåííîãî èñòî÷íèêà. Ïîñëåäíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçëó÷àåò êâàçèìîíîõðîìàòè-
÷åñêóþ âîëíó ñ îïðåäåëåííûì âðåìåíåì êîãåðåíòíîñòè è åäèíîé ôèê-
ñèðîâàííîé ÷àñòîòîé. Ðàçíûå òî÷êè èçëó÷àþò íåêîãåðåíòíî, ò. å. ôà-
çû ýòèõ âîëí ìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. (Âñòðå-
÷àþùååñÿ â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ óòâåðæäåíèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ìîíîõðîìàòè÷íû, íî íåêîãåðåíòíû ìåæäó ñîáîé,
íåëüçÿ ïðèçíàòü óäà÷íûì. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êîíå÷íî, èìåííî êâàçèìî-
íîõðîìàòè÷íîñòü.)

Èòàê, èñòî÷íèê ñâåòà ñîñòîèò èç êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ íåçàâè-
ñèìûõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì ðàçìåð
èñòî÷íèêà ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà èíòåðôåðåíöèîííûõ ÿâëåíèÿõ. Îòâåò âû-
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó
èç äâóõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Äëÿ ïðîñòîòû îäèí èç íèõ ïîìåñòèì íà
îñè ñèììåòðèè óñòðîéñòâà Þíãà, à âòîðîé � íà ðàññòîÿíèè as îò ïåðâî-
ãî, ïðè÷åì ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâà îòâåðñòèÿ
è èñòî÷íèê S1 ( ðèñ. 11.11).

Ðèñ. 11.11

Ïåðâûé èñòî÷íèê ñîçäàåò íà ýêðàíå ñèñòåìó èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ
ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå x = 0. Ýòîìó èñòî÷íèêó ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäå-

www.phys.nsu.ru



162 Ãëàâà 11. Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
ëåíèå I(x), ïîêàçàííîå íà ðèñ. 11.11 ñïëîøíîé ëèíèåé. Âòîðîé èñòî÷íèê
ñîçäàåò äðóãóþ ñèñòåìó èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ. (Íå çàáûâàåì, ÷òî
ïîëÿ îò ðàçíûõ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ íå èíòåðôåðèðó-
þò � çäåñü èìååò ìåñòî ïðîñòîå ñëîæåíèå èíòåíñèâíîñòåé.) Ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ, ÷òî âòîðîìó èñòî÷íèêó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèñòåìà ïîëîñ ñ
íóëåì â òî÷êå x = 0, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 11.11 ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Â
ðåçóëüòàòå ýòîãî ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïåðåñòàíåò çàâèñåòü îò êîîð-
äèíàòû x, ò. å. ïðèñóòñòâèå âòîðîãî èñòî÷íèêà ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ
èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèê-
íåò, åñëè ðàçíîñòü õîäà îò èñòî÷íèêà S2 äî îòâåðñòèé ðàâíà íå÷åòíîìó
÷èñëó ïîëóâîëí, ò. ê. äëÿ èñòî÷íèêà S1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòü õîäà
ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ðàçìåð as, ïðè êîòîðîì èí-
òåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà íà ýêðàíå èñ÷åçàåò, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

as

Ls
d =

λ

2
. (11.19)

(Â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ òîëüêî äëÿ ïðîñòîòû òî÷êó S1 ìû ðàñïî-
ëàãàëè íà îñè ñèììåòðèè. Â îáùåì ñëó÷àå äâà èñòî÷íèêà S1, S2, ðàñïîëî-
æåííûå íà ðàññòîÿíèè as, ìîãóò âçàèìíî ïîãàøàòü èíòåðôåðåíöèîííûå
êàðòèíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòü ðàçíîñòåé õîäà δ1 = S1O1P−
S1O2P, δ2 = S2O1P − S2O2P äîñòèãàåò âåëè÷èíû λ/2. Ïðè âû÷èòàíèè
δ2 èç δ1 îòðåçêè O1P è O2P âûïàäàþò è óñëîâèå |δ1−δ2| = λ/2 ñâîäèòñÿ
ê ãåîìåòðè÷åñêîìó òðåáîâàíèþ (S1O1 − S1O2) − (S2O1 − S2O2) = λ/2,
ýêâèâàëåíòíîìó ðàâåíñòâó (11.19).)

Èç äàííîãî ïðîñòåéøåãî àíàëèçà ïîíÿòíî, ÷òî è äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì as, ïðè âûïîë-
íåíèè âûøåïðèâåäåííîãî óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ãåîìåòðè÷åñêèå ðàç-
ìåðû d, as è Ls ñ äëèíîé âîëíû λ, èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà áóäåò
âåñüìà ñóùåñòâåííî ïîâðåæäåíà. Íàéäåííîå çäåñü êà÷åñòâåííîå óñëîâèå
îáû÷íî âûðàæàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ as, Ls

ðàññòîÿíèå ìåæäó îòâåðñòèÿìè â ñõåìå Þíãà äîñòèãíåò âåëè÷èíû

d ∼ λLs

2as
,

òî âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ óìåíüøèòñÿ òàê, ÷òî èõ íàáëþ-
äåíèå ñòàíåò çàòðóäíèòåëüíûì.

Òàêîå êðèòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îòâåðñòèÿìè

l⊥ =
λLs

2as
, (11.20)
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îáîçíà÷àåìîå ñèìâîëîì l⊥, áóäåò äàëüøå íàçûâàòüñÿ ïîïåðå÷íûì ðàç-
ìåðîì êîãåðåíòíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ïðîòÿæåííûì êâàçè-
ìîíîõðîìàòè÷åñêèì èñòî÷íèêîì. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå, íåîáõîäèìîå
äëÿ âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðî-
òÿæåííîãî èñòî÷íèêà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d ≤ l⊥. (11.21)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîòÿæåííûõ èñòî÷-
íèêîâ äëÿ èíòåðôåðåíöèîííûõ îïûòîâ ïî ñõåìå Þíãà âåñüìà îãðà-
íè÷åííû. Íàïðèìåð, äëÿ òàêîãî åñòåñòâåííîãî èñòî÷íèêà êàê Ñîëíöå
(as/Ls ≈ 10−2), l⊥ (11.20) ñîñòàâëÿåò âñåãî 50λ; ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëü-
çîâàòüñÿ äàííûì èñòî÷íèêîì â ñõåìå Þíãà ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.
Ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû Þíãà â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà (íåëàçåðíîãî) ïðè-
íèìàþò èñêóññòâåííûé èñòî÷íèê â âèäå íåáîëüøîãî îòâåðñòèÿ â íåïðî-
çðà÷íîì ýêðàíå, ïðîïóñêàþùåãî èçëó÷åíèå ðåàëüíîãî ïðîòÿæåííîãî èñ-
òî÷íèêà.

Ïðèâåäåííûå çäåñü êà÷åñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ è âûâîäû óòî÷íèì ñ
ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, íà÷àâ ñ ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà â âèäå
ðàâíîìåðíî ñâåòÿùåãîñÿ îòðåçêà äëèíû as ¿ Ls, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.
11.12. Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòè, ñîçäàâàåìûå â òî÷êå P âîëíàìè, èñõî-
äÿùèìè îò ýëåìåíòà dxs è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç êàæäîå èç îäèíàêîâûõ
îòâåðñòèé, ìîæíî ïðèíÿòü â âèäå

dI1 = dI2 =
I0

as
dxs.

Ðèñ. 11.12

Òîãäà äëÿ ðåçóëüòàòà íàëîæåíèÿ ýòèõ âîëí â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (11.18). Òîëüêî â êà÷åñòâå ∆l â ýòîé

www.phys.nsu.ru



164 Ãëàâà 11. Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
ôîðìóëå òåïåðü äîëæíà ôèãóðèðîâàòü ñóììàðíàÿ ðàçíîñòü õîäà îò ýëå-
ìåíòà dxs äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ ( ðèñ. 11.12)

∆lΣ(x, xs) = (rs1 − rs2) + (r1 − r2), (11.22)

çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò x è xs. Òàêèì îáðàçîì,

dI(x) = 2
I0

as

(
1 + sinc[

π

2
∆lΣ(x, xs)

l‖
] cos[

ω0

c
∆lΣ(x, xs)]

)
dxs.

Â äàííîì ïàðàãðàôå íàñ èíòåðåñóåò âëèÿíèå ïðîòÿæåííîñòè èñòî÷íèêà
íà êàðòèíó èíòåðôåðåíöèè. Ïîýòîìó áóäåì íàáëþäàòü ëèøü òó îãðà-
íè÷åííóþ îáëàñòü ýêðàíà, ãäå âèäíîñòü ïîëîñ îò îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ
ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà ðàâíà åäèíèöå, ò. å. ∆lΣ(x, xs) ¿ l‖. Ïîýòîìó
äëÿ ýòèõ òî÷åê ýêðàíà sinc ≡ 1 è ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì

I(x) = 2
I0

as

as/2∫

−as/2

[
1 + cos

(ω0

c
∆lΣ(x, xs)

)]
dxs.

Íå îãðàíè÷èâàÿñü íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì, àíàëîãè÷íûì èñïîëüçîâàííîìó â � 11.2.,
ðàçíîñòü õîäà ∆lΣ(x, xs), âõîäÿùóþ â àðãóìåíò êîñèíóñà ïîä èíòåãðàëîì, çäåñü âû-
ïèøåì ñ ñîõðàíåíèåì îñíîâíûõ ìàëûõ äîáàâîê, ñëåäóþùèõ èç âûðàæåíèÿ (11.12):

∆lΣ(x, xs) = d(
xs

Ls
+

x

L
) + ∆l(1)(xs, x),

∆l(1)(xs, x) = −1

2
d [(

xs

Ls
)3 + (

x

L
)3].

Â � 11.2. ìàëûå äîáàâêè ìîæíî áûëî íå ó÷èòûâàòü. Òåïåðü, èìåÿ â âèäó ïðîöåññ
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ∆l(1)(xs, x) ìîæíî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè
îïðåäåëåííîãî óñëîâèÿ. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ω0/c = k ýòà äîáàâ-
êà ïî ìîäóëþ áûëà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ π/2:

ω0

c
|∆l(1)(xs, x)| ¿ π

2

(è òåì ñàìûì íå îêàçûâàëà çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà êîñèíóñ äëÿ âñåõ òî÷åê |xs| ≤
as/2 âíóòðè ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ è äëÿ âñåõ òî÷åê íàáëþäåíèÿ). Îòñþäà
íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîòÿæåííîñòü èñòî÷íèêà è îáëàñòè íàáëþäåíèÿ äëÿ
ïðàâîìåðíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ∆lΣ ïðèîáðåòàþò âèä�

as

Ls

�3

¿ λ

d
,

� x

L

�3 ¿ λ

d
. (11.23)

Ïðè ýòîì ðàçíîñòü õîäà

∆lΣ(x, xs) = d(
xs

Ls
+

x

L
) ¿ 2d(

λ

d
)1/3
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è çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿåò ïðèíÿòîìó óñëîâèþ ∆lΣ ¿ l‖. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ
(11.23) íå ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíû. Íàïðèìåð, åñëè λ/d = 10−3

(λ = 0,5 · 10−4ñì, d = 0,5 · 10−1ñì), òî îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä
as ¿ 0,1Ls, x ¿ 0,1L.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (11.23) ñóììàðíàÿ èíòåí-
ñèâíîñòü

I(x) = 2
I0

as

(
as +

∫ as/2

−as/2

cos kd(
xs

Ls
+

x

L
)dxs

)

ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåçóëü-
òàòà ïðèîáðåòàåò âèä

I(x) = 2I0

[
1 + sinc(

kdas

2Ls
) cos

kdx

L

]
.

×òîáû ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñäåëàòü ÿñíåå, àð-
ãóìåíò ìíîæèòåëÿ sinc ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ âûøå (11.20)
âåëè÷èíó l⊥, è ïîëó÷èì

I(x) = 2I0

[
1 + sinc(

π

2
d

l⊥
) cos

kdx

L

]
. (11.24)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ýêðàíà
(òåïåðü íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà îáëàñòü çàäàåòñÿ ïðîñòûì óñëîâèåì
(x/L)d ¿ l‖, ò. ê. ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè rs1−rs2, âõîäÿùåé â
ñóììàðíóþ ðàçíîñòü õîäà (11.22), ïðè d ≤ l⊥ íå ïðåâûøàåò λ/2 è ìîæåò
íå ó÷èòûâàòüñÿ), âèäíîñòü ïîëîñ

V = | sinc(
π

2
d

l⊥
) | (11.25)

íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x. Îáðàòèì âíèìàíèå: âèäíîñòü ïîëîñ îò îä-
íîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íàáëþäåíèÿ èìå-
åò çíà÷åíèå V = 1, à êîíå÷íûé ðàçìåð èñòî÷íèêà óìåíüøàåò åå äî çíà-
÷åíèÿ (11.25), çàâèñÿùåãî îò îòíîøåíèÿ d/l⊥. Íåòðóäíî çàìåòèòü ñ ïî-
ìîùüþ ðèñ. 11.9, ÷òî âèäíîñòü ïîëîñ â äàííîì ñëó÷àå áîëüøå 1/2, åñëè
d/l⊥ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû åùå ðàç óáåäèëèñü, ÷òî îãðàíè÷åíèå (11.21) íà
ðàññòîÿíèå d ìåæäó îòâåðñòèÿìè äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âèä-
íîñòü ïîëîñ âáëèçè öåíòðà ýêðàíà íå óïàëà íèæå çíà÷åíèÿ V = 1/2.

Çàìåòèì,÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàëñÿ ïðîñòåéøèé âàðèàíò ïðîòÿæåííîãî èñòî÷-
íèêà â âèäå ðàâíîìåðíî ñâåòÿùåãîñÿ îòðåçêà äëèíû as. Òîò æå ðåçóëüòàò (11.24)
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âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ëåãêî ïîëó÷èò, ðàññìàòðèâàÿ èñòî÷íèê â âèäå ïðÿìîóãîëü-
íèêà |xs| ≤ as/2, |ys| ≤ bs/2 (îñü ys ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ðèñ. 11.12). Ïðè
ýòîì ñóììàðíàÿ ðàçíîñòü õîäà îò ýëåìåíòà dxsdys äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ

∆lΣ(x, xs, ys) = (
q

r2
s1 + y2

s −
q

r2
s + y2

s) + (r1 − r2)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (bs/Ls)3 ¿ λ/d, äîïîëíÿþùåãî ñèñòåìó (11.23), ñâîäèòñÿ
ê ïðåæíåìó íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ. Òîãäà âñå ïîñëåäóþùèå øàãè ÿâëÿþòñÿ ïîâòî-
ðåíèåì ïðåæíèõ.

Èòàê, ïîâòîðèì åùå ðàç âêðàòöå ðåçóëüòàòû, ê êîòîðûì ìû ïðè-
øëè. Íåìîíîõðîìàòè÷íîñòü èñòî÷íèêà îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèé ðàçìåð
� ïðîäîëüíóþ äëèíó êîãåðåíòíîñòè l‖, êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò ðàçíîñòü
õîäà äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé âèäíîñòè ïîëîñ V > 1/2
ïðè èñïîëüçîâàíèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.

Ïðîòÿæåííîñòü èñòî÷íèêà ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûé ìåõàíèçì ðàç-
ìûâàíèÿ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ è õàðàêòåðèçóåòñÿ äðóãèì êðèòè-
÷åñêèì ðàçìåðîì l⊥, íàçûâàåìûì ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì êîãåðåíòíîñòè
âîëíîâîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïðîòÿæåííûì êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì
èñòî÷íèêîì. Ðàçìåð l⊥ îãðàíè÷èâàåò äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îò-
âåðñòèÿìè â ñõåìå Þíãà. Ïðè d ≤ l⊥ â îáëàñòè ýêðàíà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ (x/L)d ¿ l‖, èìååòñÿ ñèñòåìà èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ
ñ âèäíîñòüþ V0 =| sinc ((π/2)(d/l⊥)) |, íå çàâèñÿùåé îò x. Ïðè óâåëè-
÷åíèè |x| âèäíîñòü ïîëîñ íà÷èíàåò ïàäàòü è ïðè (x/L)d = l‖ äîñòèãàåò
çíà÷åíèÿ (1/2)V0.

11.8. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ñëó÷àéíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ è åå
ðîëü â ÿâëåíèè èíòåðôåðåíöèè

Ìû óâèäåëè, ÷òî ïðè îñâåùåíèè èíòåðôåðåíöèîííîãî ïðèáîðà ïðî-
òÿæåííûì êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèì èñòî÷íèêîì èíòåðôåðåíöèÿ íàáëþ-
äàåìà, åñëè ðàññòîÿíèå d ìåæäó îòâåðñòèÿìè ìåíüøå íåêîòîðîãî õàðàê-
òåðíîãî ðàçìåðà. Ýòîò ðàçìåð ìû óæå íàçâàëè ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì
êîãåðåíòíîñòè l⊥, äàâàÿ ïîíÿòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â
îòâåðñòèÿõ â ñëó÷àå d < l⊥ êîãåðåíòíû.

Âñïîìíèì, ÷òî ïîíÿòèå êîãåðåíòíîñòè ïîêà ó íàñ èìååòñÿ âåñüìà
ãðóáîå, òîëüêî êà÷åñòâåííîå. Ìû ãîâîðèëè (� 11.3.), ÷òî åñëè ðàçíîñòü
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ôàç äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé â òî÷êå íàáëþäåíèÿ

E1(t) = E10e
iϕ1(t)e−iωt, E2(t) = E20e

iϕ2(t)e−iωt

ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ0, ò. å.

δϕ = ϕ1(t)− ϕ2(t) ≈ const,

òî ïîëÿ íàçûâàþòñÿ êîãåðåíòíûìè, à åñëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿåò-
ñÿ, òî � íåêîãåðåíòíûìè. À âîïðîñ, âîçìîæíû ëè êàêèå-ëèáî ïðîìåæó-
òî÷íûå ñëó÷àè, âîâñå íå îáñóæäàëñÿ. Ïîýòîìó òåïåðü ïåðåä íàìè âñòàëà
çàäà÷à: âî-ïåðâûõ, óòî÷íèòü ñàìî ïîíÿòèå êîãåðåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ êî-
ëåáàíèé èëè âîëíîâûõ ïîëåé, ââåäÿ ìåðó êîãåðåíòíîñòè, è, âî-âòîðûõ,
ñâÿçàòü âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå ñ êîìïëåêñíîé
ñòåïåíüþ êîãåðåíòíîñòè ïîëåé â îòâåðñòèÿõ O1, O2, ïîêàçàííûõ íà
ðèñ. 11.12.

Ðàññìàòðèâàåìûå âîëíîâûå ïîëÿ áóäåì çàäàâàòü â êîìïëåêñíîì âè-
äå. Ïóñòü ïîëÿ â òî÷êàõ O1, O2, ñîçäàâàåìûå çàäàííûì èñòî÷íèêîì,

E1(t) = û1(t)e−iωt, E2(t) = û2(t)e−iωt, (11.26)

ãäå û1,2(t) = | û1,2(t) | eiϕ1,2(t) � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, ¾ìåäëåííî¿
(â ìàñøòàáå ïåðèîäà êîëåáàíèé) ìåíÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì, ÿâëÿþùèåñÿ
ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â òî÷êå
íàáëþäåíèÿ P ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîëåé, ïðèõîäÿùèõ ñ âîëíîé èç îòâåð-
ñòèé O1, O2 :

Ep(t) =
α

r
[E1(t− r1

c
) + E2(t− r2

c
)] =

=
α

r
[û1(t− r1

c
)e−iω(t−r1/c) + û2(t− r2

c
)e−iω(t−r2/c)],

ò. å.

Ep(t) = Êp(t)e−iωt, Êp(t) =
α

r
[û1(t− r1

c
)eikr1 + û2(t− r2

c
)eikr2 ]. (11.27)

Çäåñü êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α ìû ïðèíÿëè îäèíàêîâûì
äëÿ îáåèõ âîëí, ñ÷èòàÿ îòâåðñòèÿ îäèíàêîâûìè ïî ïëîùàäè. Â çíàìå-
íàòåëå âìåñòî r1, r2 íàïèñàëè îáùåå r, èìåÿ â âèäó, ÷òî ó÷åò ìàëîé ðàç-
íîñòè õîäà r1− r2 çäåñü ñìûñëà íå èìååò; ïîíÿòíî, ÷òî â êà÷åñòâå ýòîãî
ïîñòîÿííîãî r âûñòóïàåò r = L (ðàññòîÿíèå ìåæäó ýêðàíàìè). Îòñþäà
èíòåíñèâíîñòü I(P ) â òî÷êå íàáëþäåíèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíàÿ

< E2
p(t) > =

________
< E2

p(t) > =
1
2

<| Êp(t) |2>,

www.phys.nsu.ru



168 Ãëàâà 11. Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (11.27) èìååò âèä (ïîñëå óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåí-
íîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ (1/2)(α/L)2)

I(P ) = < | û1(t− r1/c) |2 > + < | û2(t− r2/c) |2 > +

+2Re[< û1(t− r1/c)û∗2(t− r2/c) > eik(r1−r2)].
(11.28)

Ñìûñë ïðèñóòñòâóþùåãî çäåñü îïåðàòîðà óñðåäíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì (11.1). Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïåð-
âûõ äâóõ ñëàãàåìûõ íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòè
I1(P ), I2(P ) â òî÷êå P, ñîçäàâàåìûå îòâåðñòèÿìè O1, O2 ïîîäèíî÷êå:

I1(P ) = < | û1(t) |2 >, I2(P ) =< | û2(t) |2 >.

Ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ èç èíòåðôåðåíöèîííîãî ÷ëåíà âû-
ðàæåíèÿ (11.28) íå èçìåíèòñÿ îò îáùåãî ñäâèãà ïî âðåìåíè, íàïðèìåð,
íà âåëè÷èíó r1/c, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí:

< û1(t− (r1/c))û∗2(t− (r2/c)) >= < û1(t)û∗2(t + ∆t) >, ∆t = (r1 − r2)/c.

Ïîëó÷åííàÿ çäåñü ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé ∆t

Γ12(∆t) = < û1(t)û∗2(t + ∆t) >

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé û1(t), û2(t), à áó-
äó÷è îòíîðìèðîâàíà äåëåíèåì íà

√
< | û1(t) |2 >< | û2(t) |2 > áóäåò èõ

êîìïëåêñíîé ñòåïåíüþ êîãåðåíòíîñòè (â äàííîì ñëó÷àå � êîìïëåêñ-
íîé ñòåïåíüþ êîãåðåíòíîñòè àìïëèòóä ïîëåé â îòâåðñòèÿõ O1, O2) :

γ12(∆t) =
< û1(t)û∗2(t + ∆t) >√

< | û1(t) |2 >< | û2(t) |2 >
. (11.29)

Ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè ñàìèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé (11.26) â îòâåðñòèÿõ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

Γ(0)
12 = < E1(t)E∗

2 (t + ∆t) >,

à èõ êîìïëåêñíàÿ ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè γ
(0)
12 (∆t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç γ12(∆t)

ñîîòíîøåíèåì
γ

(0)
12 (∆t) = γ12(∆t)eik(r1−r2).
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Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé E1(t) ≡
≡ E2(t), êàê, íàïðèìåð, â ïðèìåðå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà S è ñèììåò-
ðè÷íûõ îòâåðñòèé O1, O2 èç ðèñ. 11.7. Â ýòîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ(∆t)
áåç èíäåêñîâ, à ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè � γ(∆t).

Ôóíêöèè γ12(∆t) è γ
(0)
12 (∆t) ñëóæàò ìåðîé êîãåðåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ

âîëíîâûõ ïîëåé â òî÷êàõ O1, O2 è ïðåäñòàâëÿþò, òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèå ïåðâîé ÷àñòè çàäà÷è äàííîãî ïàðàãðàôà. Òåïåðü íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí â ñóììå (11.28) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèþ γ12(∆t), ò. ê.

< û1(t− (r1/c))û∗2(t− (r2/c)) >= < û1(t)û∗2(t + ∆t) >=

= 2γ12(∆t)

√
< | û1(t) |2 >

2
< | û2(t) |2 >

2
= 2

√
I1(P )I2(P )γ12(∆t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (11.28) ïðèîáðåòàåò ñòàíäàðòíûé âèä

I(P ) = I1(P ) + I2(P ) + 2
√

I1(P )I2(P )Re[γ12(∆t)eik(r1−r2)],

à åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ îòâåðñòèÿõ ïðèáîðà Þíãà ïðàêòè-
÷åñêè âñåãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî I1(P ) = I2(P )(= I0(P )), òî

I(P ) = 2I0(P ){1 + Re[γ12(∆t)eik(r1−r2)]}, ∆t = (r1 − r2)/c. (11.30)

Ýòà ôîðìóëà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ðàíåå ïîëó÷åííûå äëÿ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ òî÷å÷íîãî êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ñ èäåàëèçèðîâàí-
íîé ôîðìîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè (ôîðìóëà (11.18)) è ïðîòÿæåííîãî êâà-
çèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà (ñì. (11.24)), êîòîðûå çäåñü âîñïðîèç-
âåäåì â òàêîì âèäå:

I(x) = 2I0

(
1 + sinc(

∆ω

2c
∆l(x)) cos k∆l(x)

)
, (18)

I(x) = 2I0

[
1 + sinc(

πdas

λLs
) cos k∆l(x)

]
. (24)

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí â ôîðìóëå
äëÿ ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè (11.30) îïðåäåëÿåòñÿ ðåàëüíîé ÷àñòüþ
ïðîèçâåäåíèÿ γ0

12(∆t) = γ12(∆t)exp(ik(r1 − r2)). (Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî îòâåð-
ñòèé O1, O2, â ôîðìóëå (11.30) γ12(∆t) çàìåíÿåòñÿ íà γ(∆t).) Íàëè-
÷èå ïîñëåäíåãî áûñòðîîñöèëëèðóþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ,
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àíàëîãè÷íîãî cos k∆l, ñîçäàåò èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû � èçìåíåíèå
ðàçíîñòè õîäà íà λ/2 îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä îò òî÷êè ìàêñèìóìà ê ìè-
íèìóìó. Ïðè òàêèõ ïåðåìåùåíèÿõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå
àðãóìåíòà γ12(∆t) âñåãî íà ìàëóþ âåëè÷èíó λ/2c, çíà÷åíèå | γ12(∆t) |
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Imax = 2I0(1+ | γ12(∆t) |),
Imin = 2I0(1− | γ12(∆t) |) è

V (∆t) = | γ12(∆t) |). (11.31)

Òî åñòü âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ âáëèçè òî÷êè P ýêðàíà
ðàâíà ìîäóëþ êîìïëåêñíîé ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè ïîëåé â äâóõ òî÷-
êàõ O1, O2 (â îòâåðñòèÿõ), âû÷èñëåííîé ñî ñäâèãîì ïî âðåìåíè íà ∆t =
(r1 − r2)/c. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå âòîðîé ÷àñòè
ñôîðìóëèðîâàííîé â íà÷àëå ïàðàãðàôà çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ìû âûÿñíèëè, êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà ñëó÷àé-
íîãî âîëíîâîãî ïîëÿ âáëèçè îòâåðñòèé ñõåìû Þíãà ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿþò èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó. Íàîáîðîò, åñëè èçâåñòíû ïàðàìåò-
ðû èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, òî ïî íèì ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (11.30),
(11.31) ìîæíî ñóäèòü î êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî
âîëíîâîãî ïîëÿ. Îáðàòèìñÿ ñ ýòîé öåëüþ ê ðåçóëüòàòàì (11.18), (11.24),
ïîëó÷åííûì äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòñÿ ê âîëíî-
âîìó ïîëþ, ñîçäàâàåìîìó òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ñ èäåàëèçèðîâàííûì
êîíòóðîì ñïåêòðàëüíîé ëèíèè â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ñòóïåíüêè ñ øè-
ðèíîé ∆ω. Èç ñðàâíåíèÿ ôîðìóë (11.18) è (11.30) èìååì

Re[γ(∆t)eik∆l] = sinc((∆ω/2c)∆l(x)) cos k∆l(x),

ò. å. γ(∆t) = sinc((∆ω/2c)∆l(x)),

à çàìåíèâ ∆l/c â àðãóìåíòå ôóíêöèè sinc íà ∆t, ïîëó÷àåì

γ(∆t) = sinc(∆ω∆t/2).

Âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè τ äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîå óñëîâè-
åì γ(∆t) = 1/2, äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîâïàäàåò ñ îöåíî÷íûì çíà÷åíèåì
π/∆ω (ò. ê. sinc(π/2) ≈ 1/2).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå (11.24), îòíîñÿùåéñÿ ê îáëàñòè ýêðàíà,
äëÿ êîòîðîé ðàçíîñòè õîäà ∆l = r1−r2 ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîäîëüíîé
äëèíîé êîãåðåíòíîñòè l‖ = cτ âîëí, èçëó÷àåìûõ îòäåëüíûìè òî÷êàìè
ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ∆l/c ¿ τ ðàñïðå-
äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè è âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ôîðìóë (11.30) è (11.31) ïîñëå çàìåíû â íèõ ôóíêöèè γ12(∆t)
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íà âåëè÷èíó γ12(0). Òî åñòü I(P ) è V â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàâèñÿò
îò êîìïëåêñíîé ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè ïîëåé E1(t), E2(t) â äâóõ òî÷êàõ
O1, O2, ðàçíåñåííûõ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå ïîïåðåê ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Ñàìè ýòè ïîëÿ (11.26) ïðè ôèêñèðîâàííîì èñòî÷íèêå çàâèñÿò îò
ðàñïîëîæåíèÿ îòâåðñòèé O1, O2 îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà. Åñëè îäíî èç
íèõ (íàïðèìåð, O1) çàêðåïëåíî, òî ïîëå E2(t) â äðóãîì îòâåðñòèè áóäåò
çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îòâåðñòèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñó-
þùàÿ íàñ âåëè÷èíà γ12(0) áóäåò ôóíêöèåé îò ïàðàìåòðà d. Êàê âèäíî
èç îïðåäåëåíèÿ (11.29) ôóíêöèè γ12(∆t), åñëè ðàññòîÿíèå d ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, òî γ12(0) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, ò. ê. òîãäà ñëó÷àéíûå ôóíêöèè
û1(t), û2(t) ñòàíîâÿòñÿ òîæäåñòâåííûìè. Êîãäà æå ïðè íåêîòîðîì ìèíè-
ìàëüíîì ðàññòîÿíèè d = d∗ | γ12(0) | ñïàäàåò äî çíà÷åíèÿ γ12(0) = 1/2,
òî ýòî d∗ åñòü òà âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ðàíüøå áûëà íàçâàíà ïîïåðå÷íûì
ðàçìåðîì êîãåðåíòíîñòè l⊥ ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîãî ïîëÿ. Äëÿ êîí-
êðåòíîãî ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà â âèäå ðàâíîìåðíî ñâåòÿùåãîñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà èç ñðàâíåíèÿ ôîðìóë (11.24) è (11.31) èìååì

γ12(0) = sinc(
πdas

λLs
).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå çíà÷åíèå d∗, îïðåäåëÿåìîå èç óñëîâèÿ γ12(0) =
= 1/2, áëèçêî ê âåëè÷èíå (11.20).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è êîìïëåêñíóþ
ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

E(t) = E0e
iϕ(t)e−iω0t, (∗)

çàäàâàåìîãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öóãîâ âîëí ïîñòîÿííîé àìïëè-
òóäû E0 è äëèòåëüíîñòè T. Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïîëÿ îáóñëîâëåí ôóíê-
öèåé ϕ(t) � ïîñòîÿííîé â ïðåäåëàõ öóãà, ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíè-
ìàþùåé ëþáîå ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç ïðîìåæóòêà (−π, π).

Ðèñ. 11.13
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Îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé âåùåñòâåííîé ÷àñòè ôóíêöèè E(t)

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.13. Çäåñü ïåðåõîä îò îäíîãî öóãà ê î÷åðåä-
íîìó ïðîèñõîäèò â ìîìåíòû âðåìåíè kT, ò. å. ϕ(t) = ϕk íà èíòåðâà-
ëå kT < t < (k + 1)T. Òîãäà èñêîìóþ àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
Γ(0)(∆t) =< E(t)E∗(t + ∆t) > ìîæíî íàéòè êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ
çà âðåìÿ τ0 = NT, ñîäåðæàùåå N À 1 öåëûõ öóãîâ âîëí, â âèäå

Γ(0)(∆t) =
1

NT

NT∫

0

E(t)E∗(t+∆t)dt = E2
0eiω0∆t 1

NT

NT∫

0

eiϕ(t)e−iϕ(t+∆t)dt =

= E2
0eiω0∆t 1

NT

N−1∑

k=0

(k+1)T∫

kT

eiϕ(t)e−iϕ(t+∆t)dt.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïîä çíàêîì ñóììû çàìåòèì, ÷òî íà îòðåç-
êå èíòåãðèðîâàíèÿ kT < t < (k + 1)T ôóíêöèÿ ϕ(t) èìååò ïîñòîÿí-
íîå çíà÷åíèå ϕk, à ϕ(t + ∆t) ïðåäñòàâëÿåò ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ. Äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ∆t < T íà ÷àñòè îòðåçêà kT < t < (k + 1)T − ∆t
ôóíêöèÿ ϕ(t + ∆t) ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå ϕk, à íà îñòàþùåìñÿ îòðåçêå
(k + 1)T −∆t < t < (k + 1)T ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ϕk+1, íå çàâèñÿùåå îò
ϕk. Òîãäà èíòåãðàë ïî ðàññìàòðèâàåìîìó k-ìó öóãó ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
(T −∆t) + ∆t exp[i(ϕk − ϕk+1)], à ñóììà ïî âñåì N öóãàì äàåò

N(T −∆t) + ∆t
N−1∑

k=0

exp[i(ϕk − ϕk+1)].

Ïîñëå äåëåíèÿ íà NT è óñòðåìëåíèÿ N ê áåñêîíå÷íîñòè ýòî âûðàæåíèå
ñâîäèòñÿ ê (1−∆t/T ), ïîñêîëüêó èç-çà ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà ïîêàçàòåëÿ
ýêñïîíåíò i(ϕk − ϕk+1) äîáàâî÷íûé ÷ëåí èñ÷åçàåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà â ïðåäåëàõ 0 < ∆t < T èìååì

Γ(0)(∆t) = E2
0eiω0∆t(1− (∆t/T )), γ(0)(∆t) = eiω0∆t(1− (∆t/T )),

à ïðè ∆t > T èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ

Γ(0)(∆t > T ) = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ | γ(0)(∆t) | ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.14, îòêóäà
âèäíî, ÷òî âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öóãîâ âîëí ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó äëèòåëüíî-
ñòè öóãà.
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Ðèñ. 11.14

Òî åñòü âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ â ñõåìå Þíãà ïðè îñâå-
ùåíèè òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, èçëó÷àþùèì ïîäîáíûå öóãè âîëí, ïðå-
âûøàåò çíà÷åíèå V = 1/2 â òåõ îáëàñòÿõ ýêðàíà, ãäå ðàçíîñòü õîäà
∆l < l‖ = cT/2.

Äîïîëíåíèå ê ïðèìåðó. Äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
( * ) ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà

ReE(t) = E0 cos[ϕ(t)− ω0t] (∗∗)
íàéäåì ñòàòèñòè÷åñêèé ñïåêòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé, êàê ñëåäóåò èç
§ 8.5., ôóðüå-îáðàç àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ( ** ),
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Γ̃(0)(∆t).

Äëÿ ôóíêöèè Γ̃(0)(∆t) âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì

Γ̃(0)(∆t) = (1/2)Re Γ(0)(∆t),

ïîëó÷àþùèìñÿ èç äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, çäåñü íå ïðèâå-
äåííûõ (èçÿùíîãî äîêàçàòåëüñòâà íà äàííûé ìîìåíò àâòîð íå èìååò).
Îòñþäà

Γ̃(0)(∆t) =





(1/2)E2
0 cos(ω0∆t) · (1− |∆t|/T ) ïðè |∆t| ≤ T,

0 ïðè |∆t| ≥ T,

à èíòåðåñóþùèé íàñ ôóðüå-îáðàç âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòî è ïðèâîäèò ê ðå-
çóëüòàòó

Γ̃(0)(ω) =
1
2

E2
0T√
2π

{
sinc2[(ω − ω0)T/2] + sinc2[(ω + ω0)T/2]

}
,

ñîâïàäàþùåìó ñî ñïåêòðîì ìîäóëèðîâàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ñèãíàëà
äëèòåëüíîñòè T c íåñóùåé ÷àñòîòîé ω0. Çäåñü ìû åùå ðàç óâèäåëè, ÷òî
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ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðîäîëæàþùèéñÿ êàê áû áåñêîíå÷íî, ôàêòè÷åñêè
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåêòðîì îäíîãî âîëíîâîãî öóãà. Ðàíüøå (â � 11.4) ïî-
äîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí èç äðóãîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ñïåê-
òðà � ÷åðåç ñïåêòð îòðåçêà ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

11.9. Àïåðòóðà èíòåðôåðåíöèè è óñëîâèå ïðè-
ìåíèìîñòè ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà

Äî ñèõ ïîð ÿâëåíèå èíòåðôåðåíöèè ìû èçó÷àëè, îïèðàÿñü íà ñõåìó
Þíãà, êîòîðàÿ îáëàäàåò îäíèì õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì. Â íåé êàæäàÿ
èç äâóõ èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí íà ñâîåì ïóòè îò èñòî÷íèêà äî òî÷êè
íàáëþäåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç ñâîþ ñòðîãî ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà (÷åðåç ñâîå îòâåðñòèå). Ýòè äâå òî÷êè íå çàâèñÿò
íè îò ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, íè îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî
îáëåã÷àåò àíàëèç èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ. Åñòåñòâåííî, íå âñå ïîëó÷åííûå
â ýòèõ óñëîâèÿõ ðåçóëüòàòû ïðèãîäíû äëÿ ïðèìåíåíèÿ â äðóãèõ èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ñõåìàõ, íå îáëàäàþùèõ ïîäîáíûì ñâîéñòâîì (íàïðèìåð,
ê èíòåðôåðåíöèè íà òîíêèõ ïëåíêàõ). Óñëîâèå (11.21), îïðåäåëÿþùåå
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà ÷åðåç d � ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó îòâåðñòèÿìè, îòíîñèòñÿ ê èõ ÷èñëó. Îíî ÿâíî íóæäàåòñÿ â
èíîì ïðåäñòàâëåíèè, ÷òîáû èì ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå ïðåîáðàçóåì, âûðàçèâ d
÷åðåç òàê íàçûâàåìóþ àïåðòóðó èíòåðôåðåíöèè 2ω � óãîë, ïîä êîòî-
ðûì äâà èíòåðôåðèðóþùèõ ëó÷à óõîäÿò îò èñòî÷íèêà, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 11.15.

Ðèñ. 11.15
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(Çäåñü ýòîò óãîë èçîáðàæåí äâàæäû; îäèí ðàç êàê óãîë 2ω ìåæäó ëó-
÷àìè, èñõîäÿùèìè îò ñðåäíåé òî÷êè èñòî÷íèêà, è âòîðîé (2ω′) � îò
êðàéíåé òî÷êè. Ïðè óñëîâèè as ¿ Ls ýòè óãëû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû:
2ω′ = 2ω[1 − (as/(2Ls))2], ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î åäèíîé àïåðòóðå
èíòåðôåðåíöèè.) Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñõåìû Þíãà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî d = 2ωLs, è, âîñïîëüçîâàâøèñü èì, óñëîâèå (11.21) ñ ó÷åòîì (11.20)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ωas ≤ λ/4. (11.32)

Êîíå÷íî, ïðèìåíèòåëüíî ê ñõåìåÞíãà ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ïðè-
íîñèò ïîëüçû. Íî ïîëó÷åííûé çäåñü ðåçóëüòàò (11.32), îïèðàþùèéñÿ íà
ïîíÿòèå ¾àïåðòóðà èíòåðôåðåíöèè¿, è åãî îáîáùåíèå

ωas⊥ ≤ λ/4 (11.33)

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåðôåðèðóþùèå ëó÷è îò ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà
óõîäÿò êàê íà ðèñ. 11.16, îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìè ê ëþáûì äðóãèì
èíòåðôåðåíöèîííûì ñõåìàì. Çäåñü ìû íå áóäåì ïðåäïðèíèìàòü ïî-
ïûòêó äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ òåì,
÷òî íèæå, íà ïðèìåðå èíòåðôåðåíöèè íà òîíêîé ïëåíêå, íåçàâèñèìûì
ñïîñîáîì ïîëó÷èì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà è
óáåäèìñÿ, ÷òî îíî òîæäåñòâåííî óñëîâèÿì (11.32), (11.33).

Ðèñ. 11.16
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11.10. Èíòåðôåðåíöèÿ íà òîíêîé ïëåíêå. Ëî-

êàëèçàöèÿ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ

Êàê áûëî âûÿñíåíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè òî-
÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñõåìàÞíãà ñîçäàåò ðåçêèå èíòåðôåðåíöèîííûå êàð-
òèíû, êîòîðûå ìîæíî íàáëþäàòü ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè ýêðàíà, ñî-
ãëàñóþùåìñÿ ñ òðåáîâàíèåì ∆l < l‖. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå èíòåðôåðåí-
öèîííûå ïîëîñû íå èìåþò îïðåäåëåííîé ëîêàëèçàöèè è ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ
íåëîêàëèçîâàííûìè. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, âîïðîñ î ëîêàëèçàöèè ïî-
ëîñ èíòåðôåðåíöèè íå âîçíèêàåò. Íî äëÿ íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè
ñõåìà Þíãà ïðåäúÿâëÿåò ñëèøêîì æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ðàçìåðó èñ-
òî÷íèêà, êîòîðûå çà÷àñòóþ íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ.

Îñîáåííî ÷àñòî íàì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïðîòÿæåííûì èñòî÷íè-
êîì ïðè ÿâëåíèÿõ èíòåðôåðåíöèè, íàáëþäàåìûõ â åñòåñòâåííûõ óñëî-
âèÿõ, êîãäà èñòî÷íèêîì ñâåòà ñëóæèò ó÷àñòîê íåáà, ò. å. ðàññåÿííûé
äíåâíîé ñâåò. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ è âåñüìà âàæíûé ñëó÷àé
ïîäîáíîãî ðîäà èìååò ìåñòî ïðè îñâåùåíèè òîíêèõ ïðîçðà÷íûõ ïëå-
íîê, êîãäà íåîáõîäèìîå äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ äâóõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
ðàñùåïëåíèå ñâåòîâîé âîëíû ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå îòðàæåíèÿ ñâåòà
äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè ïëåíêè.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ
ïîëîñ ìàêñèìàëüíà òîëüêî â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Òà-
êèå ïîëîñû ïðèíÿòî íàçûâàòü ëîêàëèçîâàííûìè. Ïîýòîìó öåëü äàííîãî
ïàðàãðàôà � èç ðàññìîòðåíèÿ èíòåðôåðåíöèè íà òîíêèõ ïëåíêàõ ïîëó-
÷èòü ïðèìåðû è ïîíÿòü ïðè÷èíó ëîêàëèçàöèè èíòåðôåðåíöèîííûõ ïî-
ëîñ. (Ïîíÿòíî, êîíå÷íî, ÷òî ïðè îñâåùåíèè òîíêîé ïëåíêè èñêóññòâåí-
íûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ïîëîñû íå ëîêàëèçóþòñÿ.)

Êîãäà ãîâîðèòñÿ îá èíòåðôåðåíöèè íà òîíêîé ïëåíêå, ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ, ÷òî èíòåðôåðèðóþò ìåæäó ñîáîé äâà ïó÷êà ñâåòà: îòðàæåííûé
îò âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè (ò. å. ïîâåðõíîñòè ñî ñòîðîíû ïàäàþùå-
ãî ñâåòà) è îäíîêðàòíî îòðàæåííûé îò íèæíåé. (Êàê ìû óáåäèëèñü â
§ 7.9., ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàç-
äåëà ìíîãîêðàòíûìè îòðàæåíèÿìè äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è,
÷òî âàæíî, èíòåíñèâíîñòè äâóõ èíòåðôåðèðóþùèõ ïó÷êîâ ïðàêòè÷åñêè
îäèíàêîâû.)

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñî ñëó÷àÿ ïëåíêè ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïëåíêà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîé
ïëàñòèíêè, è ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì èëè äðóãèì íàçâàíè-
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åì, ñîîáðàçóÿñü òîëüêî ñ ñèòóàöèåé.

1. Èíòåðôåðåíöèÿ íà ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêå. Ëî-
êàëèçàöèÿ ïîëîñ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè èíòåðôåðåíöèè ñâåòà, îò-
ðàæåííîãî äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó-
÷àé, êîãäà òî÷êà íàáëþäåíèÿ P íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. íàáëþ-
äåíèå âåäåòñÿ ëèáî ãëàçîì, àêêîìîäèðîâàííûì íà áåñêîíå÷íîñòü, ëèáî
íà ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ñîáèðàþùåé ëèíçû.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íàáëþäàþòñÿ èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû,
ëîêàëèçîâàííûå íà áåñêîíå÷íîñòè. À èíòåðåñåí ýòîò ñëó÷àé òåì, ÷òî
ïðîòÿæåííîñòü èñòî÷íèêà (äàæå âñå ñâåòÿùååñÿ íåáî!) íå ñîçäàåò ïîìåõ
äëÿ íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè.

Äåëî â òîì, ÷òî îáà èíòåðôåðèðóþùèõ ëó÷à â ýòîì ñëó÷àå óõîäÿò
îò ïëàñòèíêè ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþòñÿ
îäíèì ïàäàþùèì îò èñòî÷íèêà S ëó÷îì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.17.

Ðèñ. 11.17

Â òî÷êó P ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îíè ïðèõîäÿò ñ òîé æå îïòè÷åñêîé
ðàçíîñòüþ õîäà, ÷òî è íà ëèíèè CD :

∆l = n(AB + BC) − AD.

Òàê êàê AB = BC = 2h/ cos θ′, AD = 2h tg θ′ sin θ (h � òîëùèíà
ïëàñòèíêè, θ, θ′ � óãëû ïàäåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ; sin θ = n sin θ′), òî äëÿ
ðàçíîñòè õîäà ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ âûðàæåíèé

∆l = 2nh cos θ′ +
λ0

2
= 2h

√
n2 − sin2 θ +

λ0

2
, (11.34)
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ãäå λ0 � äëèíà âîëíû â âàêóóìå. Ñëàãàåìîå λ0/2 â ýòèõ âûðàæåíè-
ÿõ îòâå÷àåò çà ¾ïîòåðþ ïîëóâîëíû¿, êîòîðàÿ ïðè îòðàæåíèè îò äâóõ
ñòîðîí ïëîñêîé ïëàñòèíêè ñóììàðíî èìååò ìåñòî êàê äëÿ TE, òàê è
äëÿ TM � âîëí, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà îñíîâå � 7.9.. Îò ëþáîãî
äðóãîãî èñòî÷íèêà S′, íàõîäÿùåãîñÿ â äàííîé ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ, ëó÷,
ïàäàþùèé ïîä óãëîì θ, ïîðîæäàåò äðóãóþ ïàðó îòðàæåííûõ ëó÷åé,
ïîêàçàííûõ ïóíêòèðîì, êîòîðûå â òî÷êó P ïðèõîäÿò ñ òîé æå ðàçíî-
ñòüþ õîäà (11.34). Ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå âòîðîé ïàðû íå ìîæåò èñ-
ïîðòèòü èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó, ñîçäàííóþ ïåðâûì èñòî÷íèêîì
S. Áîëåå òîãî, âñå ëó÷è, ïàäàþùèå ïîä îäíèì óãëîì θ, ïðèíàäëåæà-
ùèå ðàçíûì, íî ïàðàëëåëüíûì ìåæäó ñîáîé ïëîñêîñòÿì ïàäåíèÿ, ïîñëå
äâóõ îòðàæåíèé îò ïëàñòèíû ïðèõîäÿò â îäíó è òó æå òî÷êó ôîêàëüíîé
ïëîñêîñòè ñ îäèíàêîâîé ðàçíîñòüþ ôàç (11.34). (Âñïîìíèì, ÷òî ëþáîé
ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà, ïàäàþùèé íà ñîáèðàþùóþ ëèíçó, â åå ôî-
êàëüíîé ïëîñêîñòè ñîáèðàåòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç öåíòð ëèíçû ïàðàëëåëüíî ïó÷êó, ñ ôîêàëüíîé
ïëîñêîñòüþ.) Ïîíÿòíî, ÷òî ëó÷è ñ óãëîì ïàäåíèÿ θ èç äðóãîé ñèñòåìû
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé ïàäåíèÿ ( ðèñ. 11.18(á)), èìåÿ òó æå ðàçíîñòü
õîäà, ñîáåðóòñÿ â äðóãîé òî÷êå ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû ñîçäàþòñÿ ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ âñå ïàðû îòðàæåííûõ ëó÷åé íà-
êëàäûâàþòñÿ ñ îäíèì çíà÷åíèåì îïòè÷åñêîé ðàçíîñòè õîäà (11.34), ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ óãëà ïàäåíèÿ. Ïîýòîìó ýòè
ëèíèè íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè (èëè ïîëîñàìè) ðàâíîãî íàêëîíà. Êàê ìû
çäåñü óáåäèëèñü, ïðè íàáëþäåíèè èíòåðôåðåíöèè â ðåæèìå ëèíèé ðàâ-
íîãî íàêëîíà îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîòÿæåííîñòü èñòî÷íèêà íå âîçíèêàþò. À
ôîðìàëüíî ýòîò ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (11.32),
ïîñêîëüêó àïåðòóðà èíòåðôåðåíöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàâíà
íóëþ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (11.34) ñëåäóåò, ÷òî ñâåòëûì ïîëîñàì ñîîòâåòñòâóþò
óãëû ïàäåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 2h

√
n2 − sin2 θ + λ0/2 =

= mλ0, m � ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà îñü
ëèíçû ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè, èíòåðôåðåíöèîííûå ïî-
ëîñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå êîëüöà ñ öåíòðîì â ôîêóñå.

Â êà÷åñòâå áîëåå ñëîæíîãî ïðèìåðà, ïîçâîëÿþùåãî ïðîèëëþñòðèðî-
âàòü ïðèâåäåííûå âûøå îáùèå ðàññóæäåíèÿ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû íàáëþäàþòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ïëàñòèíêå.

Èòàê, îñü ñèììåòðèè ëèíçû ïàðàëëåëüíà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Ââå-
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äåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ëèíçû (ðèñ. 11.18).
Òîãäà ëèíèÿ ðàâíîãî íàêëîíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëó ïàäåíèÿ θ0, ñîñòî-
èò èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è çà-
äàâàåìûõ ñôåðè÷åñêèìè óãëàìè θ0, ϕ, ñ ôîêàëüíîé ïëîñêîñòüþ x = f.
(Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåí ðèñ. 11.18,á, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ïðîåêöèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòü (x, y).
Çäåñü óêàçàíû äâå ñèñòåìû ïëîñêîñòåé ïàäåíèÿ ñî ñòðåëêàìè, ñèìâîëè-
çèðóþùèìè ïðîåêöèè ëó÷åé, èäóùèõ ê ëèíçå. Ëó÷è â ïëîñêîñòè (x, z)
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.18,à, à ëó÷è, ïðîõîäÿùèå â ïëîñêîñòè ϕ = const,
÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ìûñëåííî äîñòðîèòü.)

Ðèñ. 11.18

Íàçâàííûé ëó÷ èìååò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x = r sin θ0 cosϕ, y =
= r sin θ0 sin ϕ, z = r cos θ0, ãäå r � ïàðàìåòð. Ïåðåñå÷åíèå ëó÷à ñ ôî-
êàëüíîé ïëîñêîñòüþ x = f, ò. å. ñîîòíîøåíèå r sin θ0 cos ϕ = f, îïðåäå-
ëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

r∗ =
f

sin θ0 cosϕ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ êðèâàÿ ðàâíîãî íàêëîíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì
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âèäå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

z1 = r∗ cos θ0 = f
ctg θ0

cosϕ
, y1 = r∗ sin θ0 sin ϕ = f tg ϕ

(äëÿ êîîðäèíàò â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè èñïîëüçîâàíû z1, y1), ÷òî ïîñëå
èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà ϕ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ãèïåðáîëû

z2
1

f2 ctg2 θ0
− y2

1

f2
= 1.

Ïðè y = 0 âåðøèíà ãèïåðáîëû èìååò êîîðäèíàòó z
(0)
1 = f ctg θ0, ïðî-

ñìàòðèâàþùóþñÿ íà ðèñ. 11.18,à.
Îáðàòèìñÿ ê îãðàíè÷åíèþ íà òîëùèíó ïëåíêè, äîïóñêàþùåìó íà-

áëþäåíèå èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ îò áåëîãî ñâåòà. Çäåñü, êàê óæå
óïîìèíàëîñü â êîíöå � 11.6, ðàçáðîñ äëèí âîëí ∆λ ïî÷òè ñîâïàäàåò
ñî ñðåäíåé äëèíîé âîëíû

__
λ âèäèìîãî ó÷àñòêà. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëü-

íûé ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè mmax ∼ 1, è èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû,
êàçàëîñü áû, íàáëþäàòüñÿ íå äîëæíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèåìíèê èç-
ëó÷åíèÿ, îáëàäàþùèé ïðèìåðíî îäèíàêîâîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ â ðàç-
ëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà, íàïðèìåð, òåðìîýëåìåíò, ïîêàæåò ïðè ïåðå-
ìåùåíèè â ïîëå çðåíèÿ ïîïåðåê ïîëîñ ïî÷òè ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå èíòåíñèâíîñòè. Íî ãëàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåëåêòèâíûé ïðèåìíèê
ñ ñèëüíî èçìåíÿþùåéñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû
âîëíû, ÷òî äàåò íåêîòîðûì äëèíàì âîëí ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãè-
ìè. Âèçóàëüíîå íàáëþäåíèå ïîëîñ â áåëîì ñâåòå îáëåã÷àåòñÿ è áëàãî-
äàðÿ ñïîñîáíîñòè íàøåãî çðåíèÿ ðàçëè÷àòü öâåò, à íå òîëüêî èíòåí-
ñèâíîñòü ñâåòà. Ïîýòîìó â áåëîì ñâåòå ãëàç ðàçëè÷àåò îêîëî äåñÿòêà
îêðàøåííûõ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà
ìîæíî îöåíèòü ìàêñèìàëüíóþ òîëùèíó ïëåíêè, ïðè êîòîðîé âîçìîæ-
íî âèçóàëüíîå íàáëþäåíèå èíòåðôåðåíöèè â áåëîì ñâåòå. Ïðèíèìàÿ
mmax ≈ 10, äëÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé ðàçíîñòè õîäà ïîëó÷àåì ∼

__
λ

(ãäå
__
λ≈ 0,5ìêì). Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ïðèìåðíî âäâîå

ìåíüøå: hmax ≈ 5
__
λ = 2ìêì.

2. Èíòåðôåðåíöèÿ íà ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêå. Îïûò
Ïîëÿ. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ,
ëîêàëèçîâàííûõ íà ýêðàíå, óñòàíîâëåííîì íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò
ïëàñòèíêè. Ñõåìà èíòåðôåðèðóþùèõ ëó÷åé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (áåç ñî-
áëþäåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ìàñøòàáîâ) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 11.19. Çäåñü
èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå êîëü-
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öà ñ öåíòðîì íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïëàñòèíêå, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç èñòî÷-
íèê S.

Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî äîïóñòèìûå ðàçìåðû èñòî÷íèêà ïðè ýòîì
òàêîâû, ÷òî ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ðòóòíóþ ëàìïó íåïîñðåäñòâåííî
(ò. å. áåç âñïîìîãàòåëüíîãî ýêðàíà ñ ìàëûì îòâåðñòèåì) äëÿ äåìîí-
ñòðàöèîííîãî îïûòà è ñîçäàòü ÿðêóþ èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó ñ
ïîìîùüþ ëèñòî÷êà ñëþäû òîëùèíû 0,03 � 0,05 ìì ïðÿìî íà ïîòîëêå
àóäèòîðèè.

Ïðèñòóïèì ê îöåíêàì. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà îïðåäåëèì çàâèñè-
ìîñòü δθ(θ0), ãäå δθ � óãîë, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 11.19, ÿâëÿþùèéñÿ ôàê-
òè÷åñêè àïåðòóðîé èíòåðôåðåíöèè, θ0 � óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à, ïîñëå îò-
ðàæåíèÿ îò âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïîïàäàþùåãî â òî÷êó íàáëþäåíèÿ P
íà ýêðàíå.

Ðèñ. 11.19

Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ

(z1 + zp) tg(θ0 − δθ) + 2h tg θ′ = (z1 + zp) tg θ0, (11.35)

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åñòü îòðåçîê KM, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå ñóììû
îòðåçêîâ KA, AB, BM, à ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ñóììà KO + OM (âñå îáî-
çíà÷åíèÿ íà ðèñ. 11.19). Èç ðàâåíñòâà sin(θ0 − δθ) = n sin θ′ äëÿ tg θ′

èìååì âûðàæåíèå

tgθ′ =
sin(θ0 − δθ)√

n2 − sin2(θ0 − δθ)
,
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ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî â ñîîòíîøåíèå (11.35) ñëåäóåò

tg(θ0 − δθ)− tg θ0 =
2h

z1 + zp

sin(θ0 − δθ)√
n2 − sin2(θ0 − δθ)

.

Îòñþäà äëÿ òîíêîé ïëåíêè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

ε =
2h

z1 + zp
¿ 1,

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ýòîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó è ïðè sin θ0 6= 0
ïîëó÷àåì

δθ =
2h

z1 + zp

sin θ0 cos2 θ0√
n2 − sin2(θ0 − δθ)

. (11.36)

Âòîðîé øàã, èìåþùèé ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîíôèãóðàöèè èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö, ñâÿçàí ñ âû÷èñëåíèåì îïòè-
÷åñêîé ðàçíîñòè õîäà ∆p = (SA + 2nAC + BP ) − (SO + OP ) îò èñ-
òî÷íèêà S äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ P. Íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèâîäèòü çäåñü
äåòàëè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ò. ê. îòâåò â âèäå

∆p(θ0) = 2h

√
n2 − sin2 θ0 {1 + O(ε)}, (11.37)

ãäå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì (11.34), ïî÷òè î÷åâè-
äåí. Çàìåòèì äëÿ ïîñëåäóþùåãî, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â
ñëó÷àå zp = 0, êîãäà òî÷êà P íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè.

È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé øàã � îöåíêà êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ïðîòÿ-
æåííîãî èñòî÷íèêà, äîïóñêàåìîãî äàííûì ìåòîäîì íàáëþäåíèÿ èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ïîëîñ. Ëîãèêà ðàññóæäåíèé çäåñü òà æå, ÷òî è â � 11.7.
ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ ñõåìû Þíãà. Íåîáõîäèìî
íàéòè ïîëîæåíèå äðóãîãî èñòî÷íèêà S1 ( ðèñ. 11.20), îò êîòîðîãî èíòåð-
ôåðèðóþùèå ëó÷è â òî÷êó íàáëþäåíèÿ P ïðèõîäÿò ñ ðàçíîñòüþ õîäà
∆p(θ1), îòëè÷àþùåéñÿ îò ∆p(θ0) íà λ/2.
Èíûìè ñëîâàìè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàçíîñòü ðàçíîñòåé õîäà äîñòèãà-
ëà çíà÷åíèÿ λ/2. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêàìè S1 è S áóäåò
èñêîìûì êðèòè÷åñêèì ðàçìåðîì a∗.

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ θ1 = θ0+∆θ0 (∆θ0 íå ñïóòàòü ñ δθ) è ∆p(θ1) =
= ∆p(θ0 +∆θ0) = ∆p(θ0)+(d∆p/dθ0)∆θ0, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî
îòêëîíåíèÿ óãëà ïàäåíèÿ èìååì óñëîâèå

| d∆p

dθ0
∆θ0 |= λ

2
,
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Ðèñ. 11.20

÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòà (11.37) äàåò

∆θ0 =
λ

4h

√
n2 − sin2 θ0

sin θ0 cos θ0

(îêðåñòíîñòü òî÷êè θ0 = 0 èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò è ñïåöèàëüíî íå
èññëåäóåòñÿ). Ïîëîæåíèÿ òî÷åê S, S1 çàäàþòñÿ îòðåçêàìè OS = (z1 +
+ zp) tg θ0, OS1 = (z1 + zp) tg(θ0 + ∆θ0) (ñì. ðèñ. 11.20), à äîïóñòèìîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè as ≤ (z1 + zp)[tg(θ0 + ∆θ0) − tg θ0] ñ ó÷åòîì
íàéäåííîãî ∆θ0 áóäåò

as ≤ (z1 + zp)
λ

4h

√
n2 − sin2 θ0

sin θ0 cos3 θ0
= a∗. (11.38)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åì âûøå ¾ïîòîëîê¿, òåì áîëüøå äîïóñòèìûé ðàçìåð
èñòî÷íèêà. Ïðè zp →∞ èìååì a∗ →∞, ïîäòâåðæäàÿ ïðåæíèé âûâîä î
ëîêàëèçîâàííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñàõ.

Ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ àïåðòóðà èíòåðôåðåíöèè (â äàííîì ñëó÷àå ýòî
óãîë δθ (11.36)) óñëîâèå (11.38) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

as cos θ0δθ ≤ λ/2,

â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåì ñ óñëîâèåì (11.33).
3. Èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû, ëîêàëèçîâàííûå íà ïîâåðõ-

íîñòè ïëåíêè. Äëÿ òîíêîé ïëåíêè, ïîâåðõíîñòè êîòîðîé íå îáÿçàíû
áûòü ïàðàëëåëüíûìè è âîîáùå ïëîñêèìè, ìîæíî íàáëþäàòü èíòåðôå-
ðåíöèîííûå ïîëîñû, ëîêàëèçîâàííûå íà îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíàÿ âèäíîñòü èíòåðôåðåíöèîííîé
êàðòèíû èìååò ìåñòî ëèøü â òîíêîì ñëîå, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùåì ñ
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ïîâåðõíîñòüþ ïëåíêè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòðàæåííûå ñâåòîâûå ïó÷êè
ïåðåêðûâàþòñÿ â çíà÷èòåëüíîì îáúåìå ïðîñòðàíñòâà, ïðèìûêàþùåì ê
ïëåíêå. Èìåííî ýòè ïîëîñû, ëîêàëèçîâàííûå íà ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâ-
ëÿþò ÿâëåíèå, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì öâåòîâ òîíêèõ ïëåíîê, ëåãêî
íàáëþäàåìûõ íà ìûëüíûõ ïëåíêàõ (ìûëüíûõ ïóçûðÿõ), íà òîí÷àéøèõ
ïëåíêàõ áåíçèíà èëè ìàøèííîãî ìàñëà, ïëàâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè âî-
äû, è âî ìíîãèõ äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ àíàëèçà ÿâëåíèÿ âåðíåìñÿ ê ï. 2, ãäå ìû ïðîñëåäèëè çà ïàðîé
ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà S, êîòîðûå ïîñëå îòðàæå-
íèÿ îò äâóõ ñòîðîí òîíêîé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêè ïðèøëè â
íåêîòîðóþ òî÷êó P ñ îïòè÷åñêîé ðàçíîñòüþ õîäà (11.37), êîòîðóþ â äî-
ñòàòî÷íîì äëÿ íàñ ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé

∆p = 2h
√

n2 − sin2 θ = 2hn cos θ′.

Áîëåå òîãî, ýòà ôîðìóëà ïðèãîäíà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîñêèå ïîâåðõ-
íîñòè ïëåíêè íåïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé, åñëè óãîë ìåæäó íèìè äî-
ñòàòî÷íî ìàë. Ïðè ýòîì ïîä h çäåñü ñëåäóåò ïîíèìàòü òîëùèíó ïëåíêè
â òîì ìåñòå, ãäå ïàäàþùèé ïîä óãëîì θ ëó÷ âñòðå÷àåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äàííîé òî÷êè P îáå âåëè÷èíû h è θ çàâèñÿò
îò ïîëîæåíèÿ S, è äàæå ïðè íåáîëüøîì óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ èñòî÷íè-
êà îáëàñòü çíà÷åíèé ∆p ñòàíîâèòñÿ ñòîëü áîëüøîé, ÷òî ïîëîñû èñ÷åçà-
þò. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà P íàõîäèòñÿ
â ïëåíêå, à íàáëþäåíèå âåäåòñÿ ñ ìèêðîñêîïîì, ñôîêóñèðîâàííûì íà
ïëåíêó, èëè ñàì ãëàç àêêîìîäèðóåòñÿ íà íåå. Òîãäà h ïðàêòè÷åñêè îäè-
íàêîâî äëÿ âñåõ ïàð ëó÷åé îò ïðîòÿæåííîãî èñòî÷íèêà, ïðèõîäÿùèõ â
òî÷êó P ′, ñîïðÿæåííóþ ñ P (ðèñ. 11.21). Òàê êàê îïòè÷åñêèå äëèíû âñåõ
ëó÷åé ìåæäó ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè îäèíàêîâû, òî ðàçëè÷èå âåëè÷èí
∆p â òî÷êå P ′ âûçûâàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ðàçëè÷èåì çíà÷åíèé cos θ′.
Åñëè èíòåðâàë èçìåíåíèé cos θ′ äîñòàòî÷íî ìàë, òî èíòåðâàë âåëè÷èí ∆p

â òî÷êå P ′ ìíîãî ìåíüøå λ, äàæå ñ èñòî÷íèêîì çíà÷èòåëüíûõ ðàçìåðîâ,
è ïîëîñû îò÷åòëèâî âèäíû. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè ëîêàëèçîâàíû â ïëåíêå.
Ïðàêòè÷åñêè óñëîâèå ìàëîñòè èíòåðâàëà èçìåíåíèé cos θ′ ìîæíî âû-
ïîëíèòü ïðè íàáëþäåíèè â íàïðàâëåíèè, áëèçêîì ê íîðìàëüíîìó, èëè
ïðè îãðàíè÷åíèè âõîäíîãî çðà÷êà, õîòÿ çðà÷îê íåâîîðóæåííîãî ãëàçà è
ñàì ïî ñåáå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàë. Ñ ó÷åòîì îãîâîðåííîé âûøå
(11.34) ïîòåðè ïîëóâîëíû íàõîäèì, ÷òî ìàêñèìóìû èíòåíñèâíîñòè â P
íàõîäÿòñÿ ïðè

2hn
______
cos θ′ ± λ/2 = mλ, m = 0, 1, 2, . . . , (11.39)
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ãäå
______
cos θ′ � ñðåäíåå çíà÷åíèå cos θ′ äëÿ òî÷åê èñòî÷íèêà, îò êîòîðûõ

ñâåò äîõîäèò â P ′. Âåëè÷èíà nh, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòè÷åñêóþ òîëùèíó ïëåíêè â P, è åñëè íàøå ïðè-
áëèæåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå, èíòåðôåðåíöèÿ â P íå çàâèñèò îò òîëùèíû
ïëåíêè â äðóãèõ ìåñòàõ.

Ðèñ. 11.21

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (11.39) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äàæå
ïðè íåïëîñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëåíêè, ïðè óñëîâèè ÷òî óãîë ìåæäó íèìè
îñòàåòñÿ ìàëûì. Òîãäà, åñëè

______
cos θ′ äîñòàòî÷íî ïîñòîÿíåí, èíòåðôåðåíöè-

îííûå ïîëîñû ñîîòâåòñòâóþò ñîâîêóïíîñòè ìåñò ïëåíêè, ãäå îïòè÷åñêèå
òîëùèíû îäèíàêîâû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêèå ïîëîñû íàçûâàþò ïîëîñàìè
ðàâíîé òîëùèíû, ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (11.39), êàæäîé
òîëùèíå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ¾öâåò¿, åñëè èíòåðôåðåíöèÿ íàáëþäàåòñÿ
â áåëîì ñâåòå.

4. Êîëüöà Íüþòîíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëîñ ðàâíîé òîëùèíû
ðàññìîòðèì ñëó÷àé èíòåðôåðåíöèè â òîíêîì âîçäóøíîì ñëîå, èçâåñò-
íûé ïîä èìåíåì êîëåö Íüþòîíà. Ýòà êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ, êîãäà âû-
ïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü ëèíçû ìàëîé êðèâèçíû ñîïðèêàñàåòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêè, òàê ÷òî îñòàþùà-
ÿñÿ ìåæäó íèìè âîçäóøíàÿ ïðîñëîéêà ïîñòåïåííî óòîëùàåòñÿ îò òî÷êè
ñîïðèêîñíîâåíèÿ ê êðàÿì (ðèñ. 11.22). Åñëè íà ñèñòåìó ïðèáëèçèòåëü-
íî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè ïàäàåò ïó÷îê êâàçèìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîãî ñâåòà, òî ñâåòîâûå âîëíû, îòðàæåííûå îò âåðõíåé è íèæ-
íåé ãðàíèö âîçäóøíîé ïðîñëîéêè, áóäóò èíòåðôåðèðîâàòü ìåæäó ñîáîé.
Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà: â òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèÿ íà-
áëþäàåòñÿ ÷åðíîå ïÿòíî, îêðóæåííîå ðÿäîì êîíöåíòðè÷åñêèõ ñâåòëûõ
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è ÷åðíûõ ïîëîñ óáûâàþùåé øèðèíû.

Ïóñòü R � ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ëèíçû. Òîãäà òîëùèíà âîç-
äóøíîãî çàçîðà íà ðàññòîÿíèè r îò îñè ñèììåòðèè

h = R−
√

R2 − r2 = R(1−
√

1− r2

R2
) ≈ r2

2R
.

Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà äâóõ îòðàæåííûõ
âîëí áóäåò

∆ = 2h +
λ

2
=

r2

R
+

λ

2
.

Ðèñ. 11.22

Äëÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé (îäíîöâåòíîé) âîëíû ðàäèóñû òåìíûõ êî-
ëåö îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

∆ = mλ + (λ/2).

Ïðèðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ âûðàæåíèÿ, äëÿ ðàäèóñîâ òåìíûõ êîëåö
ïîëó÷àåì

rm =
√

mλR m = 0, 1, 2 . . . ,

ãäå m = 0 ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîìó ÷åðíîìó ïÿòíó.
Åñëè ïàäàþùèé öâåò � íåìîíîõðîìàòè÷åñêèé, òî ðàçíûì λ ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàçíûå rm, ò. å. âìåñòî ÷åðíûõ è ñâåòëûõ ïîëîñ ìû ïîëó÷àåì
ñèñòåìó öâåòíûõ êîëåö. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öâåòîâ ýòèõ êîëåö âïîëíå
îïðåäåëåííà è èçâåñòíà êàê öâåòà Íüþòîíà, íî îáñóæäåíèå ýòîãî âî-
ïðîñà âûõîäèò çà ïðåäåëû äàííîãî êóðñà. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü öâåòîâ Íüþòîíà ñîâåðøåííî íå ïîõîæà íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ¾ðàäóæíûõ öâåòîâ¿.
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Ãëàâà 12

ÄÈÔÐÀÊÖÈß

12.1. Ââåäåíèå

Â ñàìîì ãðóáîì ïðèáëèæåíèè ÿâëåíèå äèôðàêöèè ìîæíî îõàðàêòå-
ðèçîâàòü êàê îãèáàíèå âîëíîé ïðåïÿòñòâèÿ, èìåþùåå ìåñòî â âîëíàõ
ëþáîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. ßâëåíèå ëåãêî íàáëþäàåòñÿ, êîãäà ðàçìå-
ðû ïðåïÿòñòâèÿ ñîèçìåðèìû ñ äëèíîé âîëíû. Ïîýòîìó, ê ïðèìåðó, ìû
èìååì âîçìîæíîñòü ñëûøàòü çâóêè, èäóùèå îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãî-
ñÿ çà óãëîì. À â ñëó÷àå ñâåòîâûõ âîëí äëÿ íàáëþäåíèÿ äèôðàêöèè òðå-
áóþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå óñëîâèÿ, îáóñëîâëåííûå ÷ðåçìåðíîé ìàëîñòüþ
äëèí âîëí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâû÷íûìè ðàçìåðàìè.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèíöèïèàëüíîì ïëàíå ëþáàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà ïóòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ çàäàííîé âîëíû, íàïðèìåð, ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîë-
íû, èìååòñÿ ïðåïÿòñòâèå â âèäå íåêîòîðîãî òåëà èëè â âèäå ýêðàíà ñ
îòêðûòîé ÷àñòüþ, êîòîðóþ ìû âñåãäà áóäåì íàçûâàòü îòâåðñòèåì. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, ðàññåÿííóþ ïðåïÿòñòâèåì.

Â òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ïîäîáíàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàå-
ìîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ è óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû â ìàòåðèàëå
ïðåïÿòñòâèÿ âîçáóæäàþòñÿ òîêè è çàðÿäû, ÿâëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêîì
ðàññåÿííûõ âîëí. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èõ âëèÿíèå ó÷èòûâà-
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åòñÿ ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ îáëàñòè ïðåïÿòñòâèÿ è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, çàâèñÿò îò ìàòåðèàëà ïðå-
ïÿòñòâèÿ. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèôðàêöèè ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû
è îòíîñÿòñÿ, ñêîðåå, ê îáëàñòè ìàòåìàòèêè è â íàøåì êóðñå âîâñå íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ1.

Äëÿ äèôðàêöèè ñâåòîâûõ âîëí èñïîëüçóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ïðî-
ñòàÿ ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ óñèëèÿìè âûäàþùèõñÿ ó÷å-
íûõ îò Ãþéãåíñà è Ôðåíåëÿ äî Êèðõãîôà, Ãåëüìãîëüöà è Çîììåðôåëüäà.
Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ýòîé òåîðèè (îáû÷íî åå íàçûâàþò òåîðè-
åé Êèðõãîôà�Ãåëüìãîëüöà) îñíîâàíà íà íåñêîëüêèõ óïðîùàþùèõ ìî-
ìåíòàõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñêàëÿðíàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé âìåñòî âåêòîð-
íûõ ïîëåé E,B ôèãóðèðóåò íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí
ýòî áóäåò êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà (îáîçíà÷èì åå
äëÿ äàëüíåéøåãî Ê(x, y, z)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà
∆Ê + (ω2/c2)Ê = 0. (Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ¾ïîäñêàçêó¿ ñî ñòîðî-
íû òàêîãî îáîçíà÷åíèÿ, ôóíêöèþ Ê íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê àìïëèòó-
äó êàêîé-ëèáî îïðåäåëåííîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîëíå.
Ýòî ïðîñòî ¾àìïëèòóäà ïîëÿ â äèôðàãèðîâàííîé âîëíå¿, ïðè÷åì êâàä-
ðàò ìîäóëÿ | Ê(x, y, z) |2 â êàæäîé òî÷êå ïðèíèìàåòñÿ çà èíòåíñèâíîñòü
âîëíû.)

Âòîðîå óïðîùàþùåå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ðàöèî-
íàëüíîãî âûáîðà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè Ê(x, y, z). Êàê
óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ôèçè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ èñêîìûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî âìåñòå ñ íàõîäÿùè-
ìèñÿ â íåì ðàññåèâàþùèìè òåëàìè ñ èõ ãðàíèöàìè ðàçäåëà. Ïðè òåõ
óñëîâèÿõ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà òåîðèÿ Êèðõãîôà�Ãåëüìãîëüöà, êî-
ãäà ðàçìåðû ïðåïÿòñòâèÿ íàìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû è ðàñïðîñòðà-
íåíèå âîëíû õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëàáûì îòêëîíåíèåì îò çàêîíîâ ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè, ãëàâíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèôðàãèðîâàííàÿ âîëíà
â îáëàñòè çà ïðåïÿòñòâèåì. Îáëàñòü çà ïðåïÿòñòâèåì â âèäå ñâîáîäíîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0 (êàê ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.1) ïðè-
íèìàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè çà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
Ê(x, y, z). Íàéäåííàÿ Êèðõãîôîì âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ïðè-
áëèæåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè Ê(x, y, z) íà ãðàíèöå z =
0 ýòîé îáëàñòè ïîçâîëÿåò çàìêíóòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà-

1Ñàìûå èçâåñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèçè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè � çà-
äà÷à Çîììåðôåëüäà äèôðàêöèè íà ïîëóïëîñêîñòè è çàäà÷à Ìè äèôðàêöèè íà ìå-
òàëëè÷åñêîì øàðå, èìåþòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîì òðóäå: Áîðí Ì., Âîëüô Ý. Îñíîâû
îïòèêè. Ì.: Íàóêà, 1970.
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÷è è ïîñòðîèòü åå ðåøåíèå, çàâåðøàÿ òåì ñàìûì ïîñòðîåíèå òåîðèè
Êèðõãîôà�Ãåëüìãîëüöà. Íåñìîòðÿ íà ïðèíÿòûå óïðîùåíèÿ, âûâîäû òå-
îðèè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, è
ïîýòîìó äàííàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ äè-
ôðàêöèè â îáëàñòè ñâåòîâûõ âîëí.

Ðèñ. 12.1

12.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äè-
ôðàêöèè è ïðèáëèæåííûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ Êèðõãîôà

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à äèôðàêöèè â òåîðèè Êèðõãîôà�Ãåëüìãîëüöà
ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 íåêîòîðîé ôóíêöèè
Ê(x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

∆Ê + (ω2/c2)Ê = 0, (12.1)

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
Ê|z=0 = Ẽ(x, y) (12.2)

è äîïîëíèòåëüíîìó òàê íàçûâàåìîìó

óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ, (12.3)
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ñâîäÿùåìóñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òîáû â ñîñòàâ ðåøåíèÿ âõîäèëè âîëíû
òîëüêî óõîäÿùèå îò ïëîñêîñòè z = 0 íà áåñêîíå÷íîñòü âïðàâî, íî íå
áûëî âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè âëåâî.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (12.2), ôîðìóëèðóåìîå äëÿ ãðàíèöû z = 0, íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåé ê ïðåïÿòñòâèþ â âèäå îáúåìíîãî òåëà èëè
ïîãëîùàþùåãî ýêðàíà ñ îòâåðñòèåì ( ðèñ. 12.1), ñîñòàâëÿåò íåòðèâè-
àëüíûé ìîìåíò ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè. Ñîãëàñíî Êèðõãîôó â êà÷å-
ñòâå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè íà ýòîé ãðàíèöå ïðèíèìà-
þòñÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè. Òî åñòü ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ (12.2) çàäàåòñÿ â âèäå ñòóïåí÷àòîé
ôóíêöèè

Ẽ(x, y) =

{
Ê0(x, y) ïðè (x, y) ∈ Σ,

0 â îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè,
(12.4)

ãäå Σ îáîçíà÷àåò îòâåðñòèå (îòêðûòóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè z = 0), à Ê0(x, y)
� àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû â òî÷êàõ îòâåðñòèÿ, âçÿòàÿ áåç ó÷åòà ïðå-
ïÿòñòâèÿ. Ôóíêöèÿ (12.4) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåïðîçðà÷íîãî ïðåïÿò-
ñòâèÿ, çà êîòîðûì ñóùåñòâóåò îáëàñòü òåíè. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàò-
ðèâàòü ïðåïÿòñòâèÿ èç ïðîçðà÷íûõ ñðåä (ñòåêëî). Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ
çà òàêèì ïðåïÿòñòâèåì òîëüêî ôàçîé îòëè÷àåòñÿ îò àìïëèòóäû ïàäàþ-
ùåé âîëíû, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû ψ(x, y) ðàññ÷èòûâàåò-
ñÿ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ẽ(x, y) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ
ñòóïåíåê:

Ê0(x, y)− â îòêðûòîé ÷àñòè ïëîñêîñòè z = 0,

Ê0(x, y)eiψ(x,y) − â îáëàñòè çà ïðîçðà÷íûì ïðåïÿòñòâèåì,
0− â îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè.

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àÿ äèôðàêöèè
íà òîíêîé ïëîñêîâûïóêëîé ëèíçå, ñîâìåùåííîé ñ îòâåðñòèåì ðàäèóñà r0

â íåïðîçðà÷íîì ýêðàíå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.2. Ïàðàìåòðû ëèíçû: n
� ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, R∗ � ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì
R∗ À r0. Ñâåòîâàÿ âîëíà E0e

i(kz−ωt) ïàäàåò íà ýêðàí ïî íîðìàëè.
Ïðè âû÷èñëåíèè íàáåãà ôàçû ñìåùåíèåì ëó÷à â ðàäèàëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ëèíçû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òî-
ãäà ñóììàðíàÿ îïòè÷åñêàÿ äëèíà ïóòè â ñëîå òîëùèíû ∆0 ìåæäó äâóìÿ
ôèêòèâíûìè ïëîñêîñòÿìè ( ðèñ. 12.3) ðàâíà n∆(r) + (∆0 −∆(r)) =
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= ∆0 + (n − 1)∆(r), ãäå ∆(r) � òîëùèíà ëèíçû â ìåñòå ïðîõîæäåíèÿ
ëó÷à. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ðàçíîñòü õîäà, ïðèîáðåòåííàÿ
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëîå èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ñòåêëà, ðàâíà (n− 1)∆(r).

Ðèñ. 12.2 Ðèñ. 12.3

Èç ðèñ. 12.3 èìååì ∆0 −∆(r) = R∗ −
√

R2∗ − r2 ' r2/2R∗. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

∆(r) = ∆0 − r2

2R∗
(∆0 =

r2
0

2R∗
),

è èñêîìàÿ ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

Ẽ(r) =





E0e
ik(n−1)∆0e−ik(n−1)r2/2R∗ ïðè r ≤ r0

0 ïðè r > r0.
(12.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííàÿ ÷àñòü íàáåãà ôàçû, îáóñëîâëåííàÿ ïðèñóò-
ñòâèåì ëèíçû, ïðîïîðöèîíàëüíà r2. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿ-
òåëüñòâó ïëîñêàÿ âîëíà, ïàäàþùàÿ íà ëèíçó, ïîñëå íåå ïåðåõîäèò â ñõî-
äÿùóþñÿ ñôåðè÷åñêóþ âîëíó. Íèæå â � 12.5 ðåçóëüòàòîì (12.5) ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíû â ôîêóñå ëèíçû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü òåîðèè Êèðõãîôà-
Ãåëüìãîëüöà. Çäåñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïðè-
âëå÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè íà áëèæíèõ ïóòÿõ îò ïðåïÿòñòâèÿ
äî òî÷åê ïëîñêîñòè z = 0, à ïîëó÷àþùååñÿ ðåøåíèå ïðàâèëüíî îïèñû-
âàåò ïîâåäåíèå âîëíû çà ïðåïÿòñòâèåì, îòëè÷àþùååñÿ îò òðåáîâàíèé
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.
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12.3. Ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè ìåòîäîì

ðàçëîæåíèÿ íà ïëîñêèå âîëíû

Èñêîìóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèõ âîëí

Ê(x, y, z) =
1
2π

∞∫

−∞

∫
E(kx, ky)ei[kxx+kyy+

√
ω2/c2−(k2

x+k2
y) z]dkxdky (12.6)

ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè, èìåþùèìè äëèíó |k| = ω/c è ïîëîæèòåëüíóþ
z-êîìïîíåíòó. Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå (12.6) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(12.1) è òðåáîâàíèþ (12.3). À óñëîâèå (12.2) íà ãðàíèöå z = 0 ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâó

Ẽ(x, y) =
1
2π

∞∫

−∞

∫
E(kx, ky)ei(kxx+kyy)dkxdky,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî E(kx, ky) + Ẽ(x, y), ò. å. ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ E(kx, ky)
âõîäÿùèõ â ðåøåíèå (12.6) âîëí ñîâïàäàåò ñ ôóðüå-îáðàçîì ãðàíè÷íîé
ôóíêöèè Ẽ(x, y), çàäàâàåìîé â âèäå (12.4).

Ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íàì ëåã÷å áóäåò
ïîíÿòü ïðè ðàññìîòðåíèè äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà. À ïîêà îòìåòèì
ëèøü, ÷òî íàáîð âîëí, ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå (12.6), õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ îïðåäåëåííûì ðàçáðîñîì âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äèôðàêöèÿ íà ýêðàíå ñ îòâåðñòèåì (ðèñ. 12.4), èìåþùèì
õàðàêòåðíûå ðàçìåðû a è b ïî íàïðàâëåíèÿì x, y ñîîòâåòñòâåííî, òî
ïðîòÿæåííîñòü ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè Ẽ(x, y) (12.4) îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè
ðàçìåðàìè. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè (8.19),
ðàçáðîñ âîëíîâûõ ÷èñåë ∆kx, ∆ky õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîðÿäêàìè âåëè÷èí

∆kx ∼ π/a, ∆ky ∼ π/b.

Ïàðàìåòðû ∆kx, ∆ky îïðåäåëÿþò óãëû äèôðàêöèè

∆θx =
∆kx

k
∼ λ

a
, ∆θy =

∆ky

k
∼ λ

b
, (12.7)

êîòîðûå ïðîøåäøàÿ ÷åðåç îòâåðñòèå â ýêðàíå âîëíà ïðèîáðåòàåò ñîîò-
âåòñòâåííî â ïëîñêîñòè (x, z) è (y, z), êàê ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñ. 12.4 äëÿ ïëîñêîñòè (x, z).
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Âûñêàçàííîå óòâåðæäåíèå, ïðàâèëüíîå ïî ñóùåñòâó, òðóäíî íàçâàòü

äîêàçàòåëüíûì, ïîñêîëüêó ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò íàëîæå-
íèÿ áåçãðàíè÷íî ïðîòÿæåííûõ ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ âîë-
íîâûìè âåêòîðàìè, èìåþùèìè îïðåäåëåííûé ðàçáðîñ ïî íàïðàâëåíè-
ÿì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîå ïîëå, çàíèìàþùåå òàêîé îãðàíè÷åííûé
îáúåì ïðîñòðàíñòâà â óçêîì òåëåñíîì óãëå ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè
∆θx,∆θy.

Â äàëüíåéøåì, ïðè èçó÷åíèè äèôðàêöèè â ïðèáëèæåíèè Ôðàóíãî-
ôåðà, ìû ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü ïðî÷óâñòâîâàòü õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû è óâèäåòü, ÷òî óãîë äèôðàêöèè äåéñòâèòåëü-
íî õàðàêòåðèçóåòñÿ îöåíêàìè (12.7). À ïîêà ïîëåçíî íåïîñðåäñòâåííî èç
èíòåãðàëà (12.6) óâèäåòü îäíî âàæíîå ñâîéñòâî äèôðàãèðîâàííîé âîë-
íû. Çàêëþ÷àåòñÿ îíî â òîì, ÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ýêðàíà ñ
îòâåðñòèåì àìïëèòóäà âîëíû â ëþáîé òî÷êå P ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0
ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè E(kx, ky) òîëüêî â îäíîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå k

(p)
x = k sin θ

(p)
x , k

(p)
y = k sin θ

(p)
y , ãäå θ

(p)
x , θ

(p)
y �

óãëîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè P (ò. å. xp = zp tg θ
(p)
x , yp = zp tg θ

(p)
y ). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè óãëàõ, ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ (12.7), àìïëèòóäà
âîëíû äåéñòâèòåëüíî ïðåíåáðåæèìî ìàëà, ÷åì ïîäòâåðæäàåòñÿ âûñêà-
çàííîå óòâåðæäåíèå îá óãëàõ äèôðàêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàçâàííîãî ñâîéñòâà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû
äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ îöåíêè
èíòåãðàëà (12.6), ïîêàçàâ, ÷òî òî÷êàìè ñòàöèîíàðíîé ôàçû ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðèâåäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ kx, ky. Îãðà-
íè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåì äèôðàêöèè íà ùåëè, ïàðàëëåëüíîé îñè
y, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.5.

Ðèñ. 12.4 Ðèñ. 12.5

www.phys.nsu.ru



194 Ãëàâà 12. Äèôðàêöèÿ
Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò äèôðàêöèè âûðàæàåòñÿ îäíîìåðíûì èíòåãðàëîì

Ê(xp, yp) =
1√
2π

∞∫

−∞
E(kx)ei(kxxp+

√
k2−k2

x zp)dkx (12.8)

(àíàëîã ðåøåíèÿ (12.6)), ãäå E(kx) + Ẽ(x). (Â êîíêðåòíîì ïðèìåðå íîð-
ìàëüíî ïàäàþùåé âîëíû E0 exp i(kz − ωt) ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ẽ(x) =
E0 ïðè |x| < a/2, Ẽ(x) = 0 ïðè |x| > a/2, è E(kx) =
= (E0a/

√
2π)(sin kxa/2)/(kxa/2). Íî ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé.)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èç ðåøåíèÿ (12.8) âîâñå íå âèäíî, ÷òî àìïëèòó-
äà èñêîìîãî ïîëÿ â òî÷êå P îïðåäåëÿåòñÿ ôóðüå-êîìïîíåíòîé E(kx) ïðè
êàêîì-òî îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè kx; íàîáîðîò, ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî âåñü
ñïåêòð E(kx) âíîñèò âêëàä â Ê(xp, zp). Äëÿ òî÷åê P, ðàñïîëîæåííûõ
íåäàëåêî îò ùåëè, äåéñòâèòåëüíî, òàê âñå è ïðîèñõîäèò. Íî íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè kzp À 1, òî àìïëèòóäà ïîëÿ Êp çàâèñèò òîëüêî îò çíà-
÷åíèÿ E(kx)

∣∣
kx=k sin αp

, ãäå αp � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè P (ðèñ. 12.5).
Äëÿ ýòîãî ðåøåíèå (12.8) âèäîèçìåíèì, âûäåëèâ â ýêñïîíåíòå áåçðàç-
ìåðíûé ìíîæèòåëü kzp À 1 è ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

χ = kx/k, ϕ(χ) = χ tg αp +
√

1− χ2.

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü èíòåãðàë

E(αp, zp) =
k√
2π

∞∫

−∞
E(kx)eikzpϕ(χ)dχ,

òîëüêî îáîçíà÷åíèÿìè îòëè÷àþùèéñÿ îò (9.25). Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà χ
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ϕ′(χ∗) = 0 èìååò çíà÷åíèå χ∗ = sin αp, à ïðè
χ = χ∗, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

ϕ(χ∗) =
1

cosαp
, ϕ′′(χ∗) = − 1

cos3(αp)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå

k∗x = kχ∗ = k sin αp,

à ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ
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ôîðìóëîé (9.30), è äëÿ ðåøåíèÿ (12.8) èìååì

Ê(αp, zp) ∼ k
E(k∗x)√

2π
exp [i(

kzp

cosαp
− π

4
)]

√
2π cos3 αp

1√
kzp

=

=
√

2π

iλRp
eikRp cosαpE(kx)

∣∣
kx=k sin αp

,

(12.9)

ãäå Rp = zp/ cosαp � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè P
(ðèñ. 12.5).

Äàííûé ðåçóëüòàò ìû ïîâòîðèì ïðè ðàññìîòðåíèè äèôðàêöèè Ôðà-
óíãîôåðà íà ùåëè è ïðîêîììåíòèðóåì âëèÿíèå óãëà íàêëîíà íà äè-
ôðàêöèîííóþ êàðòèíó.

12.4. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà-Ôðåíåëÿ.
Èíòåãðàë Êèðõãîôà

1. Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè â ïîñòàíîâêå
(12.1)�(12.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñôåðè÷åñêèõ
âîëí, èñõîäÿùèõ èç òî÷åê îòêðûòîé ÷àñòè ïëîñêîñòè z = 0. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè P (xp, yp, zp), ðàñïîëîæåííîé â ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
(ðèñ. 12.6), ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

zp À λ (12.10)

èñêîìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê èíòåãðàëó

Êp =
k

2πi

∞∫

−∞

∫
Ẽ(x, y)

eikR

R
cos θ dxdy, (12.11)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Êèðõãîôà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðèíöèïà Ãþéãåíñà-Ôðåíåëÿ2. Çäåñü èíòåãðèðî-
âàíèå âåäåòñÿ ïî ïëîñêîñòè z = 0, ôóíêöèÿ Ẽ(x, y) çàäàíà ïðèáëèæåí-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Êèðõãîôà, R � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòàð-
íîé ïëîùàäêè äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ýêðà-
íó, ïðîâåäåííîé â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), è ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé
ýòó òî÷êó ýêðàíà ñ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ P (xp, yp, zp). (Ýòî óãîë ìåæäó

2Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â � 12.6.
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ïðÿìûìè, íå ëåæàùèìè â ïëîñêîñòè ðèñ. 12.6, ïîýòîìó åãî èçîáðàæåíèå
íà ýòîì ðèñóíêå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñèìâîëîì.)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïîëÿ â òî÷êå P ñêëàäûâàåòñÿ èç ñôåðè÷å-
ñêèõ âîëí eikR/R, êàê áû èñõîäÿùèõ èç ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê dxdy.
Íî â îòëè÷èå îò ðåàëüíîãî èñòî÷íèêà, ìîùíîñòü ôèêòèâíîãî èñòî÷íèêà,
ïðèïèñûâàåìîãî ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêå dxdy, áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ
cos θ çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

Ðèñ. 12.6

2. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëà Êèðõãîôà ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì íà ïðèìåðå âîëíû, ïàäàþùåé ïî íîðìàëè íà íåïðîíèöàåìûé
ýêðàí ñ êðóãëûì îòâåðñòèåì, êîãäà òî÷êà íàáëþäåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ íà
îñè ñèììåòðèè (ðèñ. 12.7).

Ðèñ. 12.7

Çäåñü ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ẽ, çàäàâàåìàÿ â ïëîñêîñòè z = 0 íåïîñðåä-
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ñòâåííî çà ýêðàíîì, îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ îòâåðñòèÿ, ò. å.

Ẽ =

{
E0 ïðè r ≤ r0,

0 ïðè r > r0.

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñî ñëó÷àÿ ìàëîãî îòâåðñòèÿ

r0 ¿ zp,

êîãäà âõîäÿùèé â èíòåãðàë (12.11) ìíîæèòåëü cos θ ' 1 è èñêîìàÿ àì-
ïëèòóäà

Êp =
k

2πi
E0

r0∫

0

eikR

R
2πrdr.

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå R, r ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì R2 = z2
p +r2, îòêóäà

RdR = rdr, â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîé íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé R è ïîëó÷èòü

Êp =
k

i
E0

R0∫

zp

eikRdR,

ãäå R0 � ðàññòîÿíèå îò êðàÿ îòâåðñòèÿ äî òî÷êè P (ðèñ. 12.7). Ýòîò
èíòåãðàë åùå ðàç ïåðåïèøåì, ââåäÿ ïåðåìåííóþ

x = R− zp,

èìåþùóþ ñìûñë ðàçíîñòè õîäà ìåæäó ëó÷îì, èäóùèì èç òî÷êè íà
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, è ëó÷îì èç öåíòðà îòâåðñòèÿ äî òî÷êè P. Â
ðåçóëüòàòå àìïëèòóäó ïîëÿ â òî÷êå P ïðèâåäåì ê õàðàêòåðíîìó âèäó

Êp = E0e
ikzp

k

i

x0∫

0

eikxdx, x0 = R0 − zp, (12.12)

ãäå E0e
ikzp îïèñûâàåò ïîëå â îòñóòñòâèå ýêðàíà, à èíòåãðàë âìåñòå ñ

ìíîæèòåëåì k/i, ñëåäîâàòåëüíî, îòâå÷àåò çà âëèÿíèå ýêðàíà ñ îòâåð-
ñòèåì. Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî, ÷è-
òàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî

∫ x0

0

eikxdx =
2
k

sin(kx0/2) eikx0/2
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

Êp = −2iE0 sin(kx0/2) eik(zp+x0/2). (12.13)

3. Àíàëèç ðåçóëüòàòà, êàê ýòî íè ïîêàæåòñÿ ñòðàííûì, èíòåðåñíî ïðî-

âîäèòü íå íà îñíîâå îêîí÷àòåëüíîãî âûðàæåíèÿ (12.13), à èñïîëüçóÿ äëÿ
ýòîãî ñîîòíîøåíèå (12.12), ïîñêîëüêó ñîäåðæàùèéñÿ â íåì íåðàñêðûòûé
èíòåãðàë

s(x0) =
∫ x0

0

eikxdx

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå åãî çàâèñè-
ìîñòè îò ðàçíîñòè õîäà x0 â âèäå âåêòîðíîé äèàãðàììû. Ñ ýòîé öåëüþ
èíòåãðàë èçîáðàçèì êàê âåêòîð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðåäñòàâèâ
åãî â âèäå ïðåäåëà èíòåãðàëüíîé ñóììû

x0∫

0

= lim
N→∞

ΣN , ΣN =
N−1∑
n=0

∆x eikn∆x, ∆x = x0/N. (12.14)

Êàæäûé ÷ëåí ñóììû èìååò ìîäóëü ∆x, à àðãóìåíò êàæäîãî ïîñëåäó-
þùåãî óâåëè÷èâàåòñÿ íà îäíî è òî æå çíà÷åíèå k∆x. Çíà÷èò, ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ÷ëåíû èíòåãðàëüíîé ñóììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîðîíû
ïðàâèëüíîé ëîìàííîé, ïðîâåäåííîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ΣN ; îá-
ùàÿ äëèíà ëîìàííîé ðàâíà x0, à âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî è êîíåö
ëîìàííîé � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (ðèñ. 12.8, ïîñòðîåííûé äëÿ N = 8).
Â ïðåäåëå N → ∞ âìåñòî ëîìàííîé ïîëó÷àåì äóãó îêðóæíîñòè ðà-
äèóñà 1/k, ïðè÷åì âåêòîð, ñîâïàäàþùèé ñ õîðäîé, ñòÿãèâàþùåé äóãó
îïðåäåëåííîé äëèíû x0, òåïåðü èçîáðàæàåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî s(x0)
(ðèñ. 12.9)3. Ïðè óâåëè÷åíèè x0 êîíåö âåêòîðà ñêîëüçèò ïî îêðóæíîñòè,
âðàùàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è ìîæåò ñîâåðøèòü íå îäèí îáîðîò,
åñëè ðàçíîñòü õîäà ïðåâûøàåò äëèíó îêðóæíîñòè 2π/k = λ. Òàêèì îá-
ðàçîì, âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
s c òî÷êîé íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1/k, çàäàâàåìîé äëèíîé äóãè x0,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå (âåêòîðíóþ äèàãðàììó)
èíòåãðàëà s(x0). Îòñþäà âèäíî, ÷òî s(x0) � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïëåêñ-
íàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì λ, è îíà õàðàêòåðíà òåì, ÷òî ïðè âûäåëåííûõ

3Êàê âèäíî èç ðèñ. 12.9, äóãà x0 îïèðàåòñÿ íà óãîë kx0 (ò. ê. ïîñëåäíèé ýëåìåíò
äóãè åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî dxeikx0 ); ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îêðóæíîñòè äåéñòâè-
òåëüíî ðàâåí 1/k.
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çíà÷åíèÿõ ðàçíîñòè õîäà

x0m = mλ/2 (m = 0, 1, 2, . . .) (12.15)

ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ 0 (ïðè ÷åòíûõ) è 2i/k
(ïðè íå÷åòíûõ) m.

Ðèñ. 12.8 Ðèñ. 12.9

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çíà÷åíèÿõ (12.15) àìïëèòóäà ïîëÿ Êp è èíòåíñèâ-
íîñòü âîëíû Ip = |Êp|2 â òî÷êå P, êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ (12.12), ïðè-
íèìàþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

Êp max = 2E0e
ikzp , Ip max = 4I0,

Ep min = 0, Ip min = 0,

åñòåñòâåííî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ðåçóëüòàòîì (12.13) íåïîñðåäñòâåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ.
À èíòåíñèâíîñòü Ip = |Êp|2 = 4I0 sin2 kx0/2, êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ x0 ñ ïåðèîäîì λ, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 12.10.

4. Ïàðàãðàô çàâåðøèì ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ íåìàëûõ îòâåðñòèé,
êîãäà ïðåäïîëîæåíèå cos θ = 1 íåñïðàâåäëèâî è èíòåãðàë Êèðõãîôà ñ
ó÷åòîì cos θ = zp/(zp + x) ïðèíèìàåò âèä

Êp = E0e
ikzp

k

i

x0∫

0

zp

zp + x
eikxdx. (12.16)
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Ðèñ. 12.10

Âîñïîëüçóåìñÿ èì äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû â òî÷êå P, êîãäà r0 →∞,
ò. å. ôàêòè÷åñêè ïðè îòñóòñòâèè ýêðàíà, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë
Êèðõãîôà ïðè ýòîì ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó E0e

ikzp . (Íà-
ïîìíèì, ÷òî âçÿòûé áåç ó÷åòà ìíîæèòåëÿ cos θ èíòåãðàë (12.12) íå ñòðå-
ìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó ïðè r0 →∞.) Èíòåãðàë (12.16) îòëè÷à-
åòñÿ îò (12.12) òîëüêî ìíîæèòåëåì u(x) = zp/(zp+x), î÷åíü ìåäëåííî (â
ìàñøòàáàõ äëèíû âîëíû) ñïàäàþùèì ïî ìåðå ðîñòà x. Ïîýòîìó èíòóè-
òèâíî ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðíàÿ äèàãðàììà èíòåãðàëà èç (12.16)

s1(x0) =

x0∫

0

u(x)eikxdx

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîãóþ ñïèðàëü ñ öåíòðîì â òî÷êå i/k, ãðóáî ñõå-
ìàòè÷íî ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 12.11, à èíòåðåñóþùåå íàñ çíà÷åíèå
s1(∞) ðàâíî i/k.

Ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû
ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

s1(∞) =
i

k
[1 + O(

1
kzp

)],

ïîäòâåðæäàÿ òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü âûñêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ïðè óñëîâèè kzp À 1, ÿâëÿþùèìñÿ óñëîâèåì (12.10) ïðèìåíèìîñòè èí-
òåãðàëà Êèðõãîôà.
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Ðèñ. 12.11

12.5. Çîíû Ôðåíåëÿ. Çîííàÿ ïëàñòèíêà

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ âû-
äåëåííûìè çíà÷åíèÿìè (12.15) ðàçíîñòè õîäà x0 ïðîêîììåíòèðóåì çäåñü,
ââåäÿ ïîíÿòèå çîíû Ôðåíåëÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì çíà÷åíèè zp ðàçíîñòü õîäà x0 = R0 − zp îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ðàäèóñîì îòâåðñòèÿ r0. Ïîñêîëüêó ïðè zp À r0 äëÿ âåëè÷èíû x0 ñïðà-
âåäëèâî ïðèáëèæåíèå

x0 = r2
0/2zp,

âûäåëåííûì çíà÷åíèÿì ðàçíîñòè õîäà (12.15) ñîîòâåòñòâóåò íàáîð õà-
ðàêòåðíûõ çíà÷åíèé ðàäèóñà îòâåðñòèÿ

r0m =
√

mλzp, (12.17)

ïðè êîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå P èìååò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.
(Íàïîìèíàåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (12.17) îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ýêðàí
ñ îòâåðñòèåì îñâåùàåòñÿ íîðìàëüíî ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíîé.)

Êîëüöåâûå îáëàñòè, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ñîñåäíèìè îêðóæíîñòÿìè
ðàäèóñîâ r0m, ÿâëÿþòñÿ çîíàìè Ôðåíåëÿ, ïðè÷åì ïåðâàÿ çîíà � ýòî
êðóã ðàäèóñà r01 =

√
λzp, âòîðàÿ è ïîñëåäóþùèå çîíû çàíèìàþò îáëà-

ñòè ñîîòâåòñòâåííî r01 < r < r02 è r0,m−1 < r < r0m(m ≥ 3). Çàìåòèì,
÷òî ïëîùàäè âñåõ çîí

π(r2
0m − r2

0,m−1) = πλzp
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îäèíàêîâû, à ïåðåõîä îò ðàäèóñà r0,m−1 ê r0m ñâÿçàí ñ óâåëè÷åíèåì
ðàçíîñòè õîäà x0 íà ïîñòîÿííóþ (íå çàâèñÿùóþ îò íîìåðà m) âåëè÷èíó

R0m −R0,m−1 = λ/2;

ñìûñë îáîçíà÷åíèé îáúÿñíÿåò ðèñ. 12.12.

Ðèñ. 12.12

Ôàêòè÷åñêè èìåííî ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì çîíû
Ôðåíåëÿ êàê îáëàñòè, â ïðåäåëàõ êîòîðîé ðàçíîñòè õîäà äîñòèãàþò, íî
íå ïðåâûøàþò ïîëîâèíû äëèíû âîëíû. À ôîðìóëû òèïà (12.17), îïðå-
äåëÿþùèå ðàäèóñû çîí Ôðåíåëÿ, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîëó÷à-
þòñÿ ñâîè. (Ñêàçàííîå äîïîëíèòåëüíî èëëþñòðèðóåò ïðèìåð 2, ïðèâå-
äåííûé â êîíöå ïàðàãðàôà.)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàäèóñ îòâåðñòèÿ ðàâåí r01, ïðè êîòîðîì ðàç-
íîñòü õîäà x0 èìååò çíà÷åíèå λ/2 (è èíòåãðàë s(x0) =

∫ x0

0
eikxdx ðàâåí

2i/k), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòâåðñòèå çàíèìàåò îäíó ïåðâóþ çîíó Ôðåíå-
ëÿ. Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå P ìàêñèìàëüíà è ðàâíà Ip = 4I0.
Åñëè íàðÿäó ñ ïåðâîé çîíîé îòêðûòü åùå è âòîðóþ, ò. å. ðàäèóñ îò-
âåðñòèÿ óâåëè÷èòü â

√
2 ðàç è ðàçíîñòü õîäà äîâåñòè äî çíà÷åíèÿ λ,

èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå íàáëþäåíèÿ óïàäåò äî íóëÿ. Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè r0 ïðîöåññ âîçðàñòàíèÿ è ñïàäàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðîäîë-
æèòñÿ, ÷òî íàãëÿäíî âèäíî èç âåêòîðíîé äèàãðàììû èíòåãðàëà s(x0),
ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü áóäåò â ÷åòûðå ðàçà ïðåâûøàòü
èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåãî íà ýêðàí ñâåòà.

Èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå P ìîæíî óâåëè÷èòü âî ìíîãî ðàç, åñëè èç-
ãîòîâèòü ýêðàí, êîòîðûé, êðîìå ïåðâîé çîíû îòêðûâàåò òðåòüþ, ïÿòóþ
è äðóãèå íå÷åòíûå çîíû Ôðåíåëÿ, êàê ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà ðèñ.
12.13. Ìîæíî, íàîáîðîò, îòêðûâàòü îäíè ÷åòíûå çîíû Ôðåíåëÿ. Òàêîé
ýêðàí íàçûâàåòñÿ çîííîé ïëàñòèíêîé; åñëè îí ñîäåðæèò N çîí, èç êîòî-
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ðûõ N/2 îòêðûòû, èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â òî÷êå P áóäåò

Ip = 4I0(N/2)2,

ò. ê. ïîëÿ, ïðèõîäÿùèå èç îòêðûòûõ çîí, ñêëàäûâàþòñÿ, ïðè÷åì âñå
îíè îäèíàêîâû è ðàâíû 2E0e

ikzp (ïðè îòêðûòûõ íå÷åòíûõ çîíàõ) èëè
−2E0e

ikzp (ïðè ÷åòíûõ çîíàõ).
Ìîæíî äîñòè÷ü åùå áîëüøåé ÿðêîñòè â òî÷êå P (â ôîêóñå), åñëè íå

çàäåðæèâàòü âîëíû, ïðèõîäÿùèå îò ÷åòíûõ çîí â òî÷êó P, à ñîîáùèòü
èì èçìåíåíèå ôàçû íà π. Ýòîãî äîáèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàå-
ìîé ôàçîâîé çîííîé ïëàñòèíêè, íàïðèìåð, â âèäå ñòåêëÿííîãî äèñêà ñ
òîëùèíîé, ÿâëÿþùåéñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé ðàäèóñà, òàêæå ñõåìà-
òè÷åñêè èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 12.13.

Ðèñ. 12.13

Â ïðåäåëàõ êàæäîé çîíû òîëùèíà ïîñòîÿííà, à ïðè ïåðåõîäå ê ñîñåä-
íåé ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ñòóïåíüêè ∆, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
(n− 1)∆ = λ/2, ñîçäàâàÿ òåì ñàìûì äîïîëíèòåëüíûé îïòè÷åñêèé ïóòü,
ðàâíûé ïîëîâèíå äëèíû âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â
òî÷êå P

Ip = 4I0N
2

â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì çà ïðîñòîé çîííîé ïëàñòèíêîé.
Ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé ôàçîâîé ïëàñòèíêè ìîæíî

ñ÷èòàòü ñîáèðàþùóþ ëèíçó ðàäèóñà r0 =
√

Nλ zp, ñîäåðæàùóþ N çîí
Ôðåíåëÿ äëÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ P. Åñëè òî÷êà P ñîâïàäàåò ñ ôîêóñîì,
âîëíû îò âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîëåö â ïëîñêîñòè çà ëèíçîé ïðèõîäÿò â
ôîêóñ F ñ îäèíàêîâîé ôàçîé è ñîçäàþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ èí-
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òåíñèâíîñòü, ðàâíóþ

IF = (πN)2I0 = (πr2
0/(λF ))2I0. (12.18)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (12.18) â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè Ẽ â èíòåãðàëå
Êèðõãîôà

Êp =
k

2πi

r0Z
0

Ẽ(r)
eikR

R
2πrdr

ïðèìåì ðåçóëüòàò (12.5)
Ẽ(r) = E0e−ik(n−1)r2/2R∗ ,

ïîëó÷åííûé äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïëîñêîâûïóêëîé ëèíçû (ðèñ. 12.14) ñ ðàäèóñîì
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè R∗ (ïîñòîÿííûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü îïóñêàåì). Ðàññòîÿíèå
R â ýêñïîíåíòå eikR ïîä èíòåãðàëîì çàìåíèì íà zp + r2/2zp è çàìåòèì, ÷òî ïðè

zp =
R∗

n− 1

(ò. å. êîãäà òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì) ñóììàðíàÿ ôàçà ïðèõîäÿùèõ â òî÷êó P âîëí
äåéñòâèòåëüíî ïîñòîÿííà. Ïðè ýòîì Êp ïðèîáðåòàåò âèä

Êp =
k

2πi
E0eikzp

r0Z
0

2πr

R
dr,

÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé R äàåò

Êp =
k

2πi
E0eikzp 2π(R0 − zp).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è R0 − zp = Nλ/2, îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò

ÊF = −iπNE0eikF , IF = (πN)2I0.

Ðèñ. 12.14

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïëîñêîâûïóêëîé ëèíçû
íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.
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Ïðèìåð 2. Çîíû Ôðåíåëÿ äëÿ äèôðàêöèè îò òî÷å÷íîãî èñ-

òî÷íèêà. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è äàíà íà ðèñ. 12.15. Ïðèíÿòî, ÷òî

r0 ¿ (a, b) (1)

è ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå cos θ = 1.

Ðèñ. 12.15

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ
ïðè 0 < r < r0, çàäàåòñÿ êàê àìïëèòóäà ñôåðè÷åñêîé âîëíû

Ẽ(r) = ϕ0
eikR1

R1
, ϕ0 = const,

ãäå R1 � ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà äî ýëåìåíòàðíîãî êîëå÷êà â ïëîñêî-
ñòè îòâåðñòèÿ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë Êèðõãîôà äëÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ P
èìååò âèä

Êp =
k

2πi
ϕ0

r0∫

0

eik(R1+R)

R1R
2πrdr. (2)

Ïðè óñëîâèè (1) â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèé R1, R ìîæíî ïðèíÿòü ïðèáëè-
æåíèÿ

R1 = a +
r2

2a
, R = b +

r2

2b
, (3)

ïðè÷åì â çíàìåíàòåëå ïîä èíòåãðàëîì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íóëå-
âûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Êp =
k

i

ϕ0

ab
eik(a+b)

r0∫

0

e
ik

r2

2
(
1
a

+
1
b

)
rdr.

Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (3),

r2

2
(
1
a

+
1
b
) = (R1 + R)− (a + b) = x,
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ãäå x � ñóììàðíàÿ ðàçíîñòü õîäà ëó÷åé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r è ÷åðåç öåíòð îòâåðñòèÿ. Òîãäà

rdr =
ab

a + b
dx,

è äëÿ èñêîìîé âåëè÷èíû ïîëó÷àåì îòâåò

Êp =
ϕ0

a + b
eik(a+b) k

i

x0∫

0

eikxdx
(
x0 =

r2
0

2
(
1
a

+
1
b
)
)
,

ïî ñòðóêòóðå ñîâïàäàþùèé ñ ðåçóëüòàòîì (12.12). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäè-
óñû çîí Ôðåíåëÿ, îïðåäåëÿåìûå òðåáîâàíèåì x0m = mλ/2, â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

r0m =

√
mλ

ab

a + b
.

12.6. Âûâîä èíòåãðàëà Êèðõãîôà

Ðåøåíèå çàäà÷è (12.1)�(12.3) â ôîðìå èíòåãðàëà (12.11) èìååò îñíî-
âîïîëàãàþùåå çíà÷åíèå â òåîðèè äèôðàêöèè, ïîýòîìó äàííûé ïàðàãðàô
ïîñâÿòèì ïîëó÷åíèþ ýòîãî ðåøåíèÿ.

1. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà íàïîìíèì èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Ãðèíà
∫

V

(Ĝ∆Ê − Ê∆Ĝ)dv =
∫

S

(Ĝ
∂Ê

∂n
− Ê

∂Ĝ

∂n
)ds, (1)

çàïèñàííóþ äëÿ íåêîòîðîãî îáúåìà V, îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé ïîâåðõ-
íîñòüþ S, ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèè
Ê, Ĝ íåïðåðûâíû ñî ñâîèìè ïåðâûìè è âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè â îáúåìå V, âêëþ÷àÿ ïîâåðõíîñòü S.

2. Ñëåäóþùèì øàãîì ïîêàæåì, ÷òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíè-
åì (1), àìïëèòóäó âîëíû Ê â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå P0 ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç çíà÷åíèÿ Ê è ∂Ê/∂n íà ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S,
îêðóæàþùåé òî÷êó P0 (ñì. íèæå ñîîòíîøåíèå (5)). Äëÿ ýòîãî â êà÷å-
ñòâå Ĝ ïðèìåì àìïëèòóäó ñôåðè÷åñêîé âîëíû ñ öåíòðîì â òî÷êå P0,
çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèåì

Ĝ = eikr/r, (2)
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ãäå r � ðàññòîÿíèå îò P0 äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè. Êàê ñëåäóåò èç � 7.11.,
ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

∆Ĝ + k2Ĝ = 0,

÷òî è èñêîìàÿ àìïëèòóäà Ê. Ïîñêîëüêó Ĝ(r) îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ,
òî÷êó P0 îêðóæèì ñôåðîé Sε áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε è èñêëþ÷èì
èç îáëàñòè V (ðèñ. 12.16). Ê îñòàâøåìóñÿ îáúåìó

V ′ = V − Vε,

îãðàíè÷åííîìó âíåøíåé ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé S′ = S+Sε,
ïðèìåíèì èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó (1). Òàê êàê îáå ôóíêöèè Ê è Ĝ óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ëåâîé
÷àñòè (1) ïðè ýòîì òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫

S

(Ĝ
∂Ê

∂n
− Ê

∂Ĝ

∂n
)ds +

∫

Sε

(Ĝ
∂Ê

∂n
− Ê

∂Ĝ

∂n
)ds = 0. (3)

Ðèñ. 12.16

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂Ĝ/∂n â ëþáîé òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé ãðà-
íèöàì S, Sε, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∂Ĝ

∂n
= (grad Ĝ · n) =

∂Ĝ

∂r
(er · n) = (ik − 1

r
)
eikr

r
(er · n), (4)

ïðè÷åì äëÿ òî÷åê ãðàíèöû Sε

(er · n) = −1.
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Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè Sε, âõîäÿùåãî â ðàâåíñòâî (3), ïî
òåîðåìå î ñðåäíåì èìååì

∫

Sε

(Ĝ
∂Ê

∂n
− Ê

∂Ĝ

∂n
)ds = 4πε2

[eikε

ε

∂Ê

∂n

∣∣
∗ + Ê

∣∣
∗
eikε

ε
(ik − 1

ε
)
]
,

ãäå çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí
íà ñôåðå Sε. Ïðè ε → 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå èç ýòîé ñóììû îáðàùàåòñÿ â
íóëü, à âî âòîðîì ñîäåðæèòñÿ ÷àñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íåíóëåâîìó çíà÷å-
íèþ, ðàâíîìó −4πÊp, ò. ê. â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ê î÷åâèäíî,
÷òî limε→0 Ê

∣∣
∗ = Êp.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé èí-
òåãðàëüíîé òåîðåìå Ãåëüìãîëüöà-Êèðõãîôà

Ê(P0) =
1
4π

∫

S

[
∂Ê

∂n
Ĝ− Ê

∂Ĝ

∂n

]
ds, (5)

çàâåðøàþùåé âòîðîé ýòàï ðàññìàòðèâàåìîãî âûâîäà.
3. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííóþ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó (5) ê çàäà÷å äè-

ôðàêöèè, ïðåäñòàâèâ òî÷êó P0 ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè z > 0 çà ýêðà-
íîì (ðèñ. 12.17).

Ðèñ. 12.17

Â êà÷åñòâå çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåì ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå P0 (ïîâåðõíîñòü S2), çàìêíóâ åå ÷àñòüþ
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ïëîñêîñòè, ïðèìûêàþùåé ê ïëîñêîñòè z = 0 (ïîâåðõíîñòü S1). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

Ê(P0) =
1
4π

∫

S1+S2

[
∂Ê

∂n
Ĝ− Ê

∂Ĝ

∂n

]
ds, (6)

ãäå, íàïîìèíàåì, ôóíêöèÿ Ĝ îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (2).
Âûÿñíèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âêëàä ïîâåðõíîñòè S2 â èíòåãðàë (6)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ R. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî íà
ïîâåðõíîñòè S2

Ĝ = eikR/R,

à ïðîèçâîäíàÿ ∂Ĝ/∂n, êàê ñëåäóåò èç (4),

∂Ĝ

∂n
= (ik − 1

R
)
eikR

R
' ik Ĝ,

ãäå ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî âñëåäñòâèå R À λ. Ðàññìàòðè-
âàåìûé èíòåãðàë, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∫

S2

(Ĝ
∂Ê

∂n
− ik ĜÊ)ds =

eikR

R

∫

Ω

(
∂Ê

∂n
− ik Ê)R2 dΩ,

ãäå Ω � òåëåñíûé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå P0, ñòÿãèâàåìûé ïîâåðõíî-
ñòüþ S2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äàííàÿ âåëè÷èíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ
ïî ìåðå ñòðåìëåíèÿ R ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî

lim
R→∞

R(
∂Ê

∂n
− ik Ê) = 0 (7)

ðàâíîìåðíî âî âñåì òåëåñíîì óãëå. Ýòî òðåáîâàíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâè-
åì Çîììåðôåëüäà äëÿ èçëó÷åíèÿ, à â âûïîëíèìîñòè ýòîãî óñëîâèÿ ìû
óáåæäàåìñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ â êà÷åñòâå Ê ïîëÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíû, èñ-
õîäÿùåé èç òî÷êè ïëîñêîñòè S1 (ñì. Ïðèìåð 3). Ïðè ýòîì èìååì â âèäó,
÷òî îáùåå ïîëå (12.11) ñîñòîèò èç íàáîðà òàêèõ âîëí.

Óñòðàíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè S2, ïîëå Ê â òî÷êå P0 òå-
ïåðü ìîæåì âûðàçèòü ÷åðåç ïîëå è åãî ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè, âçÿòûå
íà áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè S1, ðàñïîëîæåííîé íåïîñðåäñòâåííî çà ýêðà-
íîì:

Ê(P0) =
1
4π

∫

S1

[
∂Ê

∂n
Ĝ− Ê

∂Ĝ

∂n

]
ds. (8)
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Ìîæíî áûëî áû äóìàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà äàåò èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è
äèôðàêöèè. Íà ñàìîì äåëå âûðàæåíèå (8), òðåáóþùåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
Ê(P0) çíàíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íå òîëüêî èñêîìîé ôóíêöèè, íî îäíî-
âðåìåííî åùå è åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâî
è íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

4. Ñëåäóþùèé øàã, ïðåäëîæåííûé Çîììåðôåëüäîì, èñêëþ÷àåò íåîá-
õîäèìîñòü îäíîâðåìåííîãî íàëîæåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîëå è åãî
ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè. Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (8) îñòàåò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè äðóãîì âûáîðå ôóíêöèè Ãðèíà Ĝ, åñëè òîëüêî
ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà è èìååò òó æå îñî-
áåííîñòü â òî÷êå P0, ÷òî è ôóíêöèÿ (2), à íà ïîâåðõíîñòè S1 ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå Ĝ ïðèíÿòü ôóíêöèþ,
îáðàùàþùóþñÿ â íóëü íà âñåé ïîâåðõíîñòè S1 (îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì
Ĝ1), íåîáõîäèìîñòü â íàëîæåíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðîèçâîäíóþ
∂Ê/∂n îòïàäàåò.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íàçâàííîìó
òðåáîâàíèþ, ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìáèíàöèè
äâóõ ñôåðè÷åñêèõ âîëí. Öåíòð ïåðâîé èç íèõ íàõîäèòñÿ â òî÷êå P0, à
äëÿ âòîðîé öåíòðîì ñëóæèò ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà P̃0, ëåæàùàÿ ïî äðó-
ãóþ ñòîðîíó ýêðàíà (ðèñ. 12.18). Çäåñü ðàññòîÿíèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
öåíòðîâ äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 îáîçíà÷åíû
ñèìâîëàìè r è ρ, òàê ÷òî

Ĝ1(P ) =
eikr

r
− eikρ

ρ
, ïðè÷åì Ĝ1

∣∣
S1
≡ 0.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂Ĝ1/∂n â òî÷êàõ P1, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå S1 (ðèñ. 12.19),
ñîãëàñíî (4) èìååì

∂Ĝ1

∂n
= (ik − 1

r01
)
eikr01

r01
(er · n)− (ik − 1

ρ01
)
eikρ01

ρ01
(eρ · n).

Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê

r01 = ρ01, (er · n) = −(eρ · n),

èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì

∂Ĝ1

∂n
= 2(ik − 1

r01
)
eikr01

r01
(er · n).
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Ðèñ. 12.18 Ðèñ. 12.19

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12.10), ýêâèâàëåíòíîãî r01 À λ, îòñþäà ñëå-
äóåò

∂Ĝ1

∂n
= 2ik

eikr01

r01
(er · n),

÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì Ĝ1

∣∣
S1

≡ 0, áóäó÷è ïîäñòàâëåííûìè â
ôîðìóëó (8), ïðèâîäÿò ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ äëÿ èñêîìîé âå-
ëè÷èíû

Ê(P0) = − ik

2π

∫

S1

Ê(x, y)
eikr01

r01
(er · n)ds. (9)

Äàííûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé âñëåäñòâèå äåÿòåëüíîñòè âûäàþùèõ-
ñÿ ó÷åíûõ îò Ãþéãåíñà-Ôðåíåëÿ äî Êèðõãîôà-Ãåëüìãîëüöà è Ðýëåÿ-
Çîììåðôåëüäà, äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàþò èíòåãðàëîì Êèðõãîôà. Êàæó-
ùååñÿ îòëè÷èå ôîðìóëû (9) îò âûðàæåíèÿ (12.11), èñïîëüçîâàâøåãîñÿ
â � 12.4., îáóñëîâëåíî òîëüêî îáîçíà÷åíèÿìè. Ïîñëå çàìåíû

Ê(P0) → Êp, Ê(x, y) → Ẽ(x, y), r01 → R, (er · n) → cos θ

ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè èñ÷åçàþò.
Ïðèìåð 3. Ïðèíÿâ â êà÷åñòâå Ê ïîëå ñôåðè÷åñêîé âîëíû

Ê = eikR1/R1

www.phys.nsu.ru



212 Ãëàâà 12. Äèôðàêöèÿ
ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïëîñêîñòè S1 íà ðàññòîÿíèè a îò öåí-
òðà ñôåðû SR (ðèñ. 12.20), óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ Çîì-
ìåðôåëüäà (12.6).

Ðèñ. 12.20

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè R1 À λ dÊ/dR1 = ikeikR1/R1 (ñì. (12.4)),
äëÿ âõîäÿùåé â (12.6) ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè ê ñôåðå SR èìååì:

∂Ê

∂n
=

d

dR1

(
eikR1

R1

)
(n1 · n)

(åäèíè÷íûå âåêòîðà n1,n óêàçàíû íà ðèñ. 12.20). Òîãäà

R(
∂Ê

∂n
− ikÊ) = ik

eikR1

R1
R(n1 · n− 1).

Çàìåíèâ ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü òîæäåñòâåííûì âûðàæåíèåì n · (n1−n)
è ìûñëåííî äîïîëíèâ ðèñ. 12.20 èçîáðàæåíèåì âåêòîðà n1−n, íåòðóäíî
óâèäåòü îöåíêè

| n1 − n |≤ a

R
, | n · (n1 − n) |≤| n1 − n | a

2R
.

Îòñþäà | n · (n1 − n) |≤ a2/2R2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

| R(
∂Ê

∂n
− ikÊ) |≤ k

R

R1

a2

2R2
→ 0 ïðè R →∞,

÷òî òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.
Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà âîëíû â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå çà ýêðàíîì,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (12.10), äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ êàê ðå-
çóëüòàò íàëîæåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí ñ öåíòðàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ¾îò-
âåðñòèè¿.
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12.7. Èíòåãðàë Êèðõãîôà

äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí

Èìååòñÿ â âèäó ñèòóàöèÿ, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ẽ íå çàâèñèò
îò îäíîé èç äâóõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè ýêðàíà, íàïðèìåð,
îò y. (Ñëåäîâàòåëüíî, ïàäàþùàÿ íà ýêðàí âîëíà îáëàäàåò ïîäîáíûì
ñâîéñòâîì.) Êðîìå òîãî, ¾îòâåðñòèå¿ â ýêðàíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ùåëü
(èëè ñèñòåìó ùåëåé), ïàðàëëåëüíóþ îñè y . Òîãäà èñêîìàÿ àìïëèòóäà
âîëíû â ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå òàêæå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû yp

òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Ïîýòîìó, ñ÷èòàÿ òî÷êó P ëåæàùåé â ïëîñêîñòè z =
zp, èíòåãðàë (12.11) ïðåäñòàâèì â âèäå

Ê(xp, zp) =
k

2πi

∫

Σ

Ẽ(x)

∞∫

−∞

eikR

R
cos θdy dx. (10)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé y âîñïîëüçóåì-
ñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè
çàäàííîì x ðàññòîÿíèå R îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P äî ýëåìåíòàðíîé
ïëîùàäêè dxdy ðàâíî R⊥

√
1 + y2/R2

⊥, ãäå R⊥ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëü-
êî x (ðèñ. 12.21). Óãîë θ çàâèñèò êàê îò x, òàê è îò ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ y, ïðè÷åì ïðè y = 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå θ⊥, ïîêàçàííîå íà
ðèñóíêå.

Ðèñ. 12.21

Ââåäÿ âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå

Ω(y) =
√

1 + y2/R2
⊥,
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ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë çàïèøåì â âèäå

∞∫

−∞

1
R

cos θ eikR⊥Ω(y)dy.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè kR⊥ À 1 åãî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
(9.30), ãäå ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ y = 0 (ò. å. Ω′(0) = 0), ïðè÷åì
Ω′′(0) = 1/R2

⊥. Òàê êàê R
∣∣
y=0

= R⊥, cos θ
∣∣
y=0

= cos θ⊥, âíóòðåííèé
èíòåãðàë èç âûðàæåíèÿ (10) ðàâåí

1
R⊥

cos θ⊥ eikR⊥eiπ/4
√

2πR2
⊥

1√
kR⊥

=
√

2πi

kR⊥
eikR⊥ cos θ⊥.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Êèðõãîôà äëÿ ñëó÷àÿ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëüíûé âèä

Ê(xp, zp) =

√
k

2πi

∞∫

−∞
Ẽ(x)

eikR⊥
√

R⊥
cos θ⊥ dx (12.19)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí eikR⊥/
√

R⊥ ñ
îñÿìè ñèììåòðèè, ðàñïîëîæåííûìè â îòêðûòûõ ÷àñòÿõ ïëîñêîñòè ýêðà-
íà.

12.8. Ïðèáëèæåíèÿ Ôðåíåëÿ è
Ôðàóíãîôåðà

Ïîñëå îáùåé ñêàëÿðíîé òåîðèè äèôðàêöèè Êèðõãîôà-Ãåëüìãîëüöà
ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðÿäà ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñâå-
ñòè ðàñ÷åò äèôðàêöèîííîé êàðòèíû ê áîëåå ïðîñòûì ìàòåìàòè÷åñêèì
äåéñòâèÿì. Ñíîâà îáðàòèìñÿ ê äèôðàêöèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà íà
áåñêîíå÷íîì íåïðîçðà÷íîì ýêðàíå ñ îòâåðñòèåì Σ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêèé ýêðàí, ñ êîòîðûì ñâÿçàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà
êîîðäèíàò x, y (ðèñ. 12.22). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü íàáëþäåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü z = zp = const.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðèáëèæåíèÿ áóäóò îñíîâûâàòüñÿ íà ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ðàññòîÿíèå zp ìåæäó îòâåðñòèåì è ïëîñêîñòüþ íàáëþäåíèÿ
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíûé ðàçìåð îòâåðñòèÿ Σ.
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Ðèñ. 12.22

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îáëàñòè íàáëþäåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íàÿ îáëàñòü âáëèçè îñè z è ðàññòîÿíèå zp ìíîãî
áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ýòîé îáëàñòè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ äîïóùåíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå 5%

cos θ ' 1,

åñëè óãîë θ íå ïðåâûøàåò 18◦. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà R â çíàìåíàòåëå âû-
ðàæåíèÿ (12.11) áóäåò ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò zp, è ýòèì
îòëè÷èåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Çàìåòèì, ÷òî â ýêñïîíåíòå eikR çàìåíà R
íà zp íåäîïóñòèìà, òàê êàê âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü óìíî-
æàåòñÿ íà î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî k è ôàçîâûå ïîãðåøíîñòè ñòàíîâÿòñÿ
ìíîãî áîëüøå 2π ðàä.

Ïðèáëèæåíèå Ôðåíåëÿ. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïðèíèìàÿ íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå äëÿ R â ýêñïîíåíòå. Äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè

R =
√

z2
p + (xp − x)2 + (yp − y)2 = zp

√
1 +

(
xp − x

zp

)2

+
(

yp − y

zp

)2

âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì êâàäðàòíîãî êîðíÿ
√

1 + b = 1 +
1
2
b− 1

8
b2 + · · · , | b |< 1. (12.20)

Ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êâàäðàòíûé êîðåíü äîñòàòî÷íî õîðîøî àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà

R ' zp

[
1 +

1
2

(
xp − x

zp

)2

+
1
2

(
yp − y

zp

)2
]
. (12.21)
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì Ôðå-
íåëÿ, èíòåãðàë Êèðõãîôà (12.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Êp =
k

2πizp
eikzp

∞∫

−∞

∫
Ẽ(x, y) exp{i k

2zp
[(xp−x)2+(yp−y)2]}dxdy (12.22)

èëè â âèäå

Êp =

√
k

2πizp
eikzp

∫
Ẽ(x) exp{i k

2zp
(xp − x)2}dx (12.23)

(äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí). Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ðàññòîÿíèå zp äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå (12.21) ìîæíî áûëî ñ÷è-
òàòü òî÷íûì, ãîâîðÿò, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äèôðàêöèè
Ôðåíåëÿ. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, îñòàåòñÿ âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ðàñ-
ñòîÿíèè zp, êîãäà ïðèáëèæåíèå (12.22), (12.23) åùå ïðèìåíèìî.

Â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ Ôðå-
íåëÿ ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå ôàçû, îáó-
ñëîâëåííîå îòáðîøåííûì òðåòüèì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè (12.20) êâàä-
ðàòíîãî êîðíÿ, áûëî ìíîãî ìåíüøå 1 ðàä. Âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ ïðî-
ñòîòû âûðàæåíèåì (12.23), íàçâàííîå óñëîâèå çàïèøåì â âèäå
k(x− xp)4max/8z3

p ¿ 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî

z3
p À

π

4λ
(x− xp)4max. (12.24)

Îäíàêî ýòî òðåáîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
ïðèáëèæåíèÿ Ôðåíåëÿ òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà íå èçìåíÿëè âåëè÷èíó èíòåãðàëà

∫
Ẽ(x)eikRdx.

Äëÿ ýòîãî íåîáÿçàòåëüíî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàçâàííîãî
âûøå èçìåíåíèÿ ôàçû áûëè ìíîãî ìåíüøå 1 ðàä. ×òîáû â ýòîì óáåäèòü-
ñÿ, ðàññìîòðèì áëèçêîå ðàññòîÿíèå (îáîçíà÷èì z∗p) òàêîå, íà êîòîðîì âå-
ëè÷èíà äîáàâî÷íîé ôàçû äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1 ðàä. Ïóñòü |x−xp|max =
= l∗ (äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ áëèçêèõ ðàññòîÿíèé ìîæíî ïðèíÿòü l∗ = D,
ãäå D � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îòâåðñòèÿ â ýêðàíå); òîãäà äëÿ z∗p èç âû-
ðàæåíèÿ (12.24) ïîëó÷àåì çíà÷åíèå

z∗p ' D

(
D

λ

)1/3

. (12.25)
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Äëÿ òàêèõ ðàññòîÿíèé ôàçà â èíòåãðàëå (12.22) èëè (12.23) ìåíÿåòñÿ îò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî íóëþ â òî÷êå x = xp, äî ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ

k
D2

2z∗p
= π

(
D

λ

)2/3

, (12.26)

êîòîðîå çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò åäèíèöó. (Íàïðèìåð, ïðè D/λ = 103

ðàâíî π · 102.) Ïîýòîìó åñëè ñþäà ïðèáàâèòü äîáàâî÷íóþ ôàçó ïîðÿä-
êà åäèíèöû îò íåó÷èòûâàåìîãî â äèôðàêöèè Ôðåíåëÿ òðåòüåãî ÷ëåíà
ðàçëîæåíèÿ (12.20), òî íà âåëè÷èíó èíòåãðàëà ýòî íå ïîâëèÿåò (ñì.
çàìå÷àíèå â êîíöå ï. 3 � 12.10). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (12.24) äåé-
ñòâèòåëüíî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðèáëèæåíèÿ
Ôðåíåëÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ D/λ äàæå íà ðàññòîÿíèÿõ (12.25) ýòî
ïðèáëèæåíèå îêàçûâàåòñÿ åùå ïðèìåíèìûì.

Ïðèáëèæåíèå Ôðàóíãîôåðà. Ðàñ÷åò äèôðàêöèîííîé êàðòèíû ñòà-
íîâèòñÿ åùå ïðîùå ïðè áîëåå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ, ÷åì â ïðèáëèæå-
íèè Ôðåíåëÿ. À èìåííî, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ðàññòîÿíèå zp âåëèêî íà-
ñòîëüêî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ôðàóíãîôåðà

D2

λzp
¿ 1, (12.27)

ãäå D � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îòâåðñòèÿ â ýêðàíå, ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ
ïîä èíòåãðàëîì (12.22) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Ïåðåïèøåì åå â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ

exp{ik x2 + y2

2zp
} exp{ik x2

p + y2
p

2zp
} exp{−ik

xpx + ypy

zp
}

è çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12.27) ïåðâûé èç ñîìíîæè-
òåëåé ïî âñåìó îòâåðñòèþ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí åäèíèöå è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå èíòåãðàëà. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü,
ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàíòîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ìî-
æåò áûòü âûíåñåí èç-ïîä èíòåãðàëà, è ïîä èíòåãðàëîì îñòàåòñÿ òîëüêî
ïîñëåäíèé èç ìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè äèôðàêöèè Ôðà-
óíãîôåðà ïîëå â òî÷êå íàáëþäåíèÿ

Êp =
k

2πizp
exp (ikzp) exp{ik x2

p + y2
p

2zp
}

∞∫

−∞

∫
Ẽ(x, y) exp{−ik

xpx + ypy

zp
}dxdy

(12.28)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ âîëí. Îòñþäà âèäíî, ÷òî íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ çäåñü
îïðåäåëÿåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì Ẽ(kx, ky) + Ẽ(x, y) ãðàíè÷íîé ôóíêöèè â
ñàìîì îòâåðñòèè:

Êp =
k

izp
exp (ikzp) exp{ik x2

p + y2
p

2zp
}Ẽ(kx, ky)

∣∣∣∣
kx=kxp/zp,ky=kyp/zp

. (12.29)

(Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîìåðíîé çàäà÷è ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò
âèä

Êp =

√
k

izp
exp{ik(zp +

x2
p

2zp
)}Ẽ(kx)

∣∣∣∣
kx=kxp/zp

, (12.30)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà (12.19).)
Ìû ïîëó÷èëè ðåçóëüòàò, â îãîâîðåííûõ óñëîâèÿõ cos θ = 1 ñîâïàäàþ-
ùèé ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà (12.6)
(ñì. � 12.3) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà kzp. Íî òåïåðü ìû èìå-
åì áîëåå îïðåäåëåííîå óêàçàíèå íà îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ðå-
çóëüòàòà. Ýòî � îáëàñòü äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà, çàäàâàåìàÿ óñëîâèåì
(12.27)

zp À D2

λ
, äëÿ êîòîðîãî kzp À 2π

(D

λ

)2
.

Îòíîøåíèå D2/λzp, ôèãóðèðóþùåå â óñëîâèè (12.27), îáû÷íî íàçûâà-
þò ïàðàìåòðîì Ôðåíåëÿ. Îí õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî çîí Ôðåíåëÿ, ïðè-
õîäÿùèõñÿ íà îòâåðñòèå â ýêðàíå ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì D (äëÿ íà-
áëþäàòåëÿ íà ðàññòîÿíèè zp îò ýêðàíà). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (12.27)
îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà îòâåðñòèå ìàëî ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé çîíîé Ôðåíåëÿ.

Äëÿ äèôðàêöèè Ôðåíåëÿ, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà z∗p (12.25), ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ïàðàìåòð ìåíÿåòñÿ îò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé

D2

λz∗p
'
�

D

λ

�2/3

À 1

äî íóëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íî ïåðåä ýòèì îí ñòàíîâèòñÿ ¿ 1 è äèôðàêöèÿ Ôðåíåëÿ
ïåðåõîäèò â äèôðàêöèþ Ôðàóíãîôåðà.
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12.9. Ïðèìåðû äèôðàêöèîííûõ êàðòèí

Ôðàóíãîôåðà

Ïåðâûå äâà ïðèìåðà ìû ïðèâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîãî (èëè âîâñå
íóëåâîãî) óãëà ïàäåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû (12.29),
(12.30). Çàòåì ýòè ôîðìóëû îáîáùèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà ïàäåíèÿ
è ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðóåì íà äîïîëíèòåëüíîì ïðèìåðå.

1. Äèôðàêöèÿ íà ùåëè. Äëÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñ-
êàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà íà ýêðàí ñî ùåëüþ øèðèíû a ïàäàåò ïîä
íåêîòîðûì ìàëûì óãëîì α0 ¿ 1, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.5. Ïðè ýòîì
ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ â èíòåðâàëå |x| ≤ a/2, ðàâíà

Ẽ(x) = E0e
ikα0x, (12.31)

à åå ôóðüå-îáðàç

Ẽ(kx) =
E0√
2π

a/2∫

−a/2

eikα0xe−ikxxdx =
E0a√

2π
sinc[(kx − kα0)a/2]. (12.32)

Àìïëèòóäà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû â òî÷êå íàáëþäåíèÿ P ñ óãëîâîé
êîîðäèíàòîé αp = xp/zp (ñì. ðèñ. 12.5), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
(12.30), ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ íåñóùåñòâåííîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ ïðè-
îáðåòàåò âèä

Êp =

√
k

izp

E0a√
2π

sinc[k(αp − α0)a/2].

Îòñþäà èíòåíñèâíîñòü ðàâíà
Ip = I0

p sinc2[k(αp − α0)a/2] (12.33)
è èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ õàðàêòåðíûì óãëîì äèôðàêöèè λ/a, ïðåäñòàâ-
ëåííîå íà ðèñ. 12.23. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè â öåíòðå
äèôðàêöèîííîé êàðòèíû

I0
p = (a2/λzp)I0 (I0 = E2

0)

ïðîïîðöèîíàëüíî ïàðàìåòðó Ôðåíåëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ (12.27).
Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðàññòîÿíèÿõ zp À a2/λ, ãäå ñïðàâåäëèâû ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ, èíòåíñèâíîñòü ìàëà, è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùóþ äè-
ôðàêöèîííóþ êàðòèíó Ôðàóíãîôåðà íàáëþäàþò â ôîêàëüíîé ïëîñêî-
ñòè ëèíçû, óñòàíîâëåííîé íåïîñðåäñòâåííî çà ýêðàíîì, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 12.24. Ïðè ýòîì I0

p = (a2/λF )I0.
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Ðèñ. 12.23 Ðèñ. 12.24

2. Äèôðàêöèÿ íà ïðÿìîóãîëüíîì îòâåðñòèè. Äëÿ îòâåðñòèÿ ñ
ðàçìåðàìè a, b ïî îñÿì x, y è íîðìàëüíî ïàäàþùåé âîëíû ãðàíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ẽ(x, y) îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà E0 òîëüêî â ïðåäåëàõ | x |≤
≤ a/2, | y |≤ b/2. Åå ôóðüå-îáðàç

Ẽ(kx, ky) =
E0ab

2π
sinc

(kxpa

2zp

)
sinc

(kypb

2zp

)
,

à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äèôðàãèðîâàííîé âîëíû â ïëîñêî-
ñòè z = zp, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (12.29), èìååì

I(xp, yp) = I0

( ab

λzp

)2
sinc2

(kxpa

2zp

)
sinc2

(kypb

2zp

)
.

Âìåñòî ñõåìàòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ äàííîãî äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà ðèñ. 12.25 ïðèâåäåíà ôîòîãðàôèÿ êàðòèíû äèôðàêöèè íà ïðÿ-
ìîóãîëüíîì îòâåðñòèè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí a/b = 17/64. Âèäíî, ÷òî
äèôðàêöèîííûå ïÿòíà âûòÿíóòû â íàïðàâëåíèè y, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè óãëàìè äèôðàêöèè ∆θx ∼ λ/a, ∆θy ∼ λ/b.

3.×òîáû ñäåëàòü âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå êàðòèíû äèôðàêöèè äëÿ
ñëó÷àÿ íàêëîííî ïàäàþùåé âîëíû, êîãäà ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ îá-
ëàñòü íàáëþäåíèÿ íàõîäèòñÿ â ñòîðîíå îò îñè z, îòêàæåìñÿ îò ïðåäïî-
ëîæåíèÿ cos θ = 1 è ôîðìóëû (12.28)�(12.30) ñîîòâåòñòâåííî îáîáùèì.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå R îò ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè dxdy äî
òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïðåîáðàçóåì, ââåäÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî åãî çíà÷å-
íèÿ ðàññòîÿíèå Rp =

√
z2
p + x2

p + y2
p îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè P

4Ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíà ñîòðóäíèêàìè Ëàáîðàòîðèè äåìîíñòðàöèé ÍÃÓ.
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(ðèñ. 12.22):

R =
√

R2
p + (x2 + y2)− 2(xpx + ypy) ' Rp +

(x2 + y2)− 2(xpx + ypy)
2Rp

.

Ðèñ. 12.25

Â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (12.11) R çàìåíèì íà Rp, â ýêñïîíåíòå eikR

� íà Rp − (xpx + ypy)/Rp (òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèáëèæåíèå
Ôðàóíãîôåðà), à cos θ çàìåíèì íà cos θp, ãäå θp � óãîë ìåæäó îñüþ z è
âåêòîðîì Rp (ðèñ. 12.22), íå çàâèñÿùèé îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ
x, y. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ôîðìóë (12.28)�(12.30) ïîëó÷èì èõ îáîáùåíèÿ

Êp =
k

2πiRp
eikRp cos θp

∞∫

−∞

∫
Ẽ(x, y) exp{−ik

xpx + ypy

Rp
}dxdy, (12.34)

Êp =
k

iRp
eikRp cos θpẼ(kx, ky)

∣∣∣∣
kx=kxp/Rp,ky=kyp/Rp

, (12.35)

Êp =

√
k

iRp
eikRp cos αpẼ(kx)

∣∣∣∣
kx=kxp/Rp

, (12.36)

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèå ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ èíòåãðàëà (12.6), êîòîðûé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (12.9).
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëîé ((12.36) èëè (12.9), ÷òî îäíî è

òî æå) äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ùåëè, ñ÷èòàÿ óãîë ïàäåíèÿ α0 ïðîèç-
âîëüíûì. Ïðè ýòîì âìåñòî ôóíêöèé (12.31), (12.32) ïîëó÷àåì

Ẽ(x) = E0e
ik sin α0x, Ẽ(kx) =

E0a√
2π

sinc[(kx − k sin α0)a/2].

Çàìåíèâ â ôîðìóëå (12.36) xp/Rp íà sin αp, ðåçóëüòàò ïðèâåäåì ê âèäó

Êp =
E0a√
iλRp

eikRp cos αp sinc[k(sinαp − sinα0)a/2].

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå sinαp = sin α0 +cos α0 (αp−α0), îòñþäà ïîëó÷èì

Êp =
E0a cosα0√

iλRp

eikRp sinc[k(αp − α0)a cosα0/2],

Ip =
(a cosα0)2

λRp
I0 sinc2[k(αp − α0)a cosα0/2]. (12.37)

Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ñ ôîðìóëîé (12.33), óãîë íà-
êëîíà α0 ïðåîáðàçóåò äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó òàê, êàê åñëè áû ýôôåê-
òèâíàÿ øèðèíà ùåëè óìåíüøèëàñü äî âåëè÷èíû a cos α0. Ýòî ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ óãëà äèôðàêöèè äî âåëè÷èíû λ/(a cos α0), (ðèñ. 12.26), à èí-
òåíñèâíîñòü äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ñïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî cos2 α0.

Ðèñ. 12.26
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12.10. Ïðèìåð äèôðàêöèîííîé êàðòèíû

Ôðåíåëÿ

1. Ðàññ÷èòàòü äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó Ôðåíåëÿ áûâàåò ñëîæíåå,
÷åì äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó Ôðàóíãîôåðà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè
ðàññìîòðèì äèôðàêöèþ Ôðåíåëÿ íà ùåëè, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëèâ
ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ øèðîêîé ùåëè � äèôðàêöèè íà êðàþ ïîëóïëîñêî-
ñòè. Íà÷èíàòü íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîñëåäíåé çàäà÷è ìû íå ìîæåì, ò.ê.
èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå Ôðåíåëÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàðòèíû äèôðàê-
öèè îò êðàÿ ïîëóïëîñêîñòè, íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ íåäîïóñòèìûì,
ïîñêîëüêó îòêðûòàÿ ÷àñòü ýêðàíà â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòèðàåòñÿ äî áåñêî-
íå÷íîñòè è ïðåäïîëîæåíèå cos θ ' 1 âìåñòå ñ àïïðîêñèìàöèåé (12.21),
ïðèíÿòûå â ïðèáëèæåíèè Ôðåíåëÿ, ôîðìàëüíî çäåñü ÿâíî íàðóøàþòñÿ.
Ïîýòîìó ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ùåëè ñ êîíå÷íîé øèðèíîé l ïðè zp À l,
êîãäà íàçâàííîå ïðîòèâîðå÷èå íå ñóùåñòâóåò è èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèÿ
(12.23) íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ. Óâèäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè øèðèíû
ùåëè áûñòðî äîñòèãàåòñÿ òàêîå åå çíà÷åíèå l = l∗ ¿ zp, âûøå êîòîðîãî
íàëè÷èå âòîðîãî êðàÿ ó ùåëè ïåðåñòàåò ñêàçûâàòüñÿ íà ñîñòîÿíèè ïîëÿ
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû â îñâåùåííîé îáëàñòè è â îáëàñòè ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåíè çà ýêðàíîì âáëèçè äðóãîãî êðàÿ ùåëè. Ïîëó÷àåòñÿ, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî íà ñîñòîÿíèå ïîëÿ äèôðàêöèè âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî
íåáîëüøàÿ îáëàñòü îòêðûòîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ýêðàíà, íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðèëåãàþùàÿ ê åãî êðàþ, ïðè÷åì øèðèíà ýòîé îáëàñòè ñîñòàâëÿåò
êîíå÷íîå ÷èñëî (íåáîëüøîå, ïîðÿäêà äåñÿòè) çîí Ôðåíåëÿ. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî ôàêòè÷åñêè ñíèìàåò òå âîçðàæåíèÿ, êîòîðûå ïðåïÿòñòâîâà-
ëè íåïîñðåäñòâåííîìó ïðèìåíåíèþ ïðèáëèæåíèÿ Ôðåíåëÿ ê çàäà÷å äè-
ôðàêöèè íà êðàþ ïîëóïëîñêîñòè.

2. Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ùåëü øèðèíû l â íåïðîçðà÷íîì ýêðàíå
(ðèñ. 12.27), îñâåùåíà íîðìàëüíî ïàäàþùåé âîëíîé

E0e
i(kz−ωt).

Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ẽ =

{
E0 ïðè 0 < x < l,

0 âíå äàííîãî èíòåðâàëà,
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è èç ñîîòíîøåíèÿ (12.23) èìååì

Êp =
E0√
iλzp

eikzp

l∫

0

e
ik

(x− xp)2

2zp dx.

Ðèñ. 12.27

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ

v = (x− xp)
/√

λzp/2

è ââåäåíèÿ c ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ìàñøòàáà
√

λzp/2 áåçðàçìåðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ

ξp = xp

/√
λzp/2, ξl = l

/√
λzp/2

äàííûé ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Êp =
E0√
2i

eikzp

ξl−ξp∫

−ξp

e
i
π

2
v2

dv =
E0√
2i

eikzp

[ ξp∫

0

e
i
π

2
v2

dv +

ξl−ξp∫

0

e
i
π

2
v2

dv

]
.

(12.38)
Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïîñëåäíåé ñóììå, èìåþùèé ñòðóêòóðó

J(u) =

u∫

0

e
i
π

2
v2

dv,
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âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òàáóëèðîâàííûå ôóíêöèè

C(u) =
∫ u

0

cos
π

2
v2dv, S(u) =

∫ u

0

sin
π

2
v2dv,

èçâåñòíûå ïîä íàçâàíèåì èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ. Òî åñòü

J(u) =

u∫

0

e
i
π

2
v2

dv = C(u) + iS(u). (12.39)

Äëÿ íåáîëüøîãî èíòåðâàëà ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé u ôóíêöèè C(u), S(u)
ïðèâåäåíû â ãðàôè÷åñêîì âèäå íà ðèñ. 12.28. À äëÿ çíà÷åíèé u > 5 èõ
ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè5

C(u)

S(u)

}
= 0,5± 0,318

u
×

sin
π

2
u2

cos
π

2
u2



 . (12.40)

Ðèñ. 12.28

3. Ñïèðàëü Êîðíþ. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá èíòåãðàëå (12.39)
êàê êîìïëåêñíîì ÷èñëå, çàâèñÿùåì îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà u, äàåò

5Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì. Ïîä ðåä. Ì. Àáðàìîâèöà è È. Ñòèãàí.
� Ì.: Íàóêà, 1979.
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åãî âåêòîðíàÿ äèàãðàììà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïèðàëüþ Êîðíþ. Çíà-
êîìñòâî ñ íåé íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ åå ãðóáîé ìîäåëè. Äëÿ ýòîãî ïî-
ñòóïèì òàê, êàê ìû ñòðîèëè äèàãðàììó äëÿ èíòåãðàëà (12.12) â âèäå
ïðåäåëà èíòåãðàëüíîé ñóììû. Â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî öåïî÷êè (12.14)
èìååì

u∫

0

e
i
π

2
v2

dv = lim
N→∞

ΣN , ΣN =
N−1∑
n=0

∆v eiαn2
, ∆v =

u

N
, α =

π

2
(∆v)2.

Çäåñü êàæäûé ÷ëåí ñóììû ΣN èìååò ïîñòîÿííûé ìîäóëü ∆v, êàê è â
ñëó÷àå (12.14), íî àðãóìåíò êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî n-ãî ÷ëåíà òåïåðü
áîëüøå ïðåäûäóùåãî íà âåëè÷èíó α[n2 − (n− 1)2] = α(2n− 1). Èìåííî
áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîëó÷àþùàÿñÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ íà ðèñ. 12.29 (äëÿ N = 10), óæå èìååò õàðàêòåðíûé âèä, ñîäåð-
æàùèé îñíîâíûå îñîáåííîñòè ñïèðàëè Êîðíþ. (Íàïîìíèì, ÷òî ñóììàð-
íàÿ äëèíà ëîìàíîé ðàâíà u, à âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé åå íà÷àëî è êîíåö,
ïðåäñòàâëÿåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî ΣN .)

Ðèñ. 12.29

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó N → ∞ ëîìàíàÿ ñ ñóììàðíîé äëèíîé u
ïðåîáðàçóåòñÿ â ãëàäêóþ êðèâóþ òîé æå äëèíû, ïðè÷åì òàêóþ, ÷òî ëþ-
áîé åå ýëåìåíòàðíûé ó÷àñòîê dv ñ êîîðäèíàòîé v, îòñ÷èòûâàåìîé âäîëü
êðèâîé, êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî õàðàêòåðèçóåòñÿ àðãóìåíòîì (π/2)v2.
Òàêèì îáðàçîì, ñïèðàëü Êîðíþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, ñîåäèíÿþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè
C(u), S(u), ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âîçðàñòàíèè u. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà êðè-
âàÿ ñòðîèòñÿ ïî òàáëè÷íûì çíà÷åíèÿì íàçâàííûõ ôóíêöèé è â ðåçóëü-
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òàòå ïðèîáðåòàåò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 12.30. Çäåñü íàðàâíå ñ âåò-
âÿìè ñïèðàëè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì u, ïðåä-
ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû òàêæå è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ u,
ïîëó÷àþùèåñÿ èç ñâîéñòâà ñèììåòðèè èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ

C(−u) = −C(u), S(−u) = −S(u).

Ðèñ. 12.30

Íà êðèâîé óêàçàíû íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u îò
0,5 äî 2, 5 (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ). Ïîëåç-
íî ïîìíèòü, ÷òî ïàðàìåòð u, îòâå÷àþùèé òî÷êå íà ýòîé êðèâîé, ñâÿçàí
ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå, ðàâíîé (π/2)u2. Îò-
ñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè íà êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-
÷åíèÿì u =

√
1,
√

3,
√

5, . . . , ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èõ âåðòèêàëüíûì
êàñàòåëüíûì, à çíà÷åíèÿì u =

√
2,

√
4,

√
6, . . . , � ïî ãîðèçîíòàëü-

íûì êàñàòåëüíûì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.31, ãäå ñïåöèàëüíî âûäåëåí
ôðàãìåíò ñïèðàëè äëÿ íåáîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé u.

Òàêèì îáðàçîì, êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëà J(u) (12.39) ëåãêî
ïðåäñòàâèòü èç ðèñ. 12.32, ãäå âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ
òî÷êîé íà ñïèðàëè, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ u, èçîáðàæàåò êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî J(u). Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà u êîíåö âåêòîðà ñêîëüçèò ïî
ñïèðàëè, òàê ÷òî ïðè èçìåíåíèè u îò 1 äî

√
5 ñ ïåðâîé âåòâè ñïèðàëè ïå-

ðåõîäèò íà âòîðóþ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè u âåùåñòâåííàÿ (C) è
ìíèìàÿ (S) ñîñòàâëÿþùèå ýòîé ôóíêöèè òàê æå, êàê è åå ìîäóëü |J(u)|,
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ñîâåðøàþò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
ýòèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà

J(∞) =

∞∫

0

e
i
π

2
v2

dv =
1 + i

2
.

Ðèñ. 12.31 Ðèñ. 12.32

Êàê âèäíî èç ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (12.40), êîëåáàòåëüíûé õàðàê-
òåð ôóíêöèé C(u), S(u), |J(u)| îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïðåäåëüíûõ çíà÷å-
íèé õàðàêòåðèçóåòñÿ áûñòðûì óìåíüøåíèåì ïåðèîäà ïðè îòíîñèòåëüíî
ìåäëåííîì (∼ u) çàòóõàíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Äàëüøå íàì ïîíàäîáèòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u = u∗, íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî àìïëèòóäû êîëåáàíèé íàçâàííûõ ôóíêöèé ñòàíîâÿòñÿ íèæå,
íàïðèìåð, 5% îò èõ ñðåäíèõ (ïðåäåëüíûõ) çíà÷åíèé. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 0,318/u∗ = 0,1 · 0,5, îòêóäà u∗ '
' 12,7. Çàôèêñèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ôèçè÷åñêèõ îöåíîê:

|J(u)− J(∞)| < 0,05|J(∞)| ïðè u ≥ u∗, ãäå u∗ ' 12,7. (12.41)

Çàìå÷àíèå ê � 12.8. Çíà÷åíèþ ìàêñèìàëüíîé ôàçû (12.26) â èíòå-
ãðàëå (12.39) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòð u, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

π
(D

λ

)2/3 =
π

2
u2.
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Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè u ïðèáëèæàåòñÿ èëè ïðåâûøàåò çíà÷åíèå u∗, òî íåáîëü-
øîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà, âûçâàííîå äîáàâî÷íîé ôàçîé â 1 ðàä, äåé-
ñòâèòåëüíî ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèò âåëè÷èíó èíòåãðàëà.

4. Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà (12.38). Èìåÿ â
âèäó îáîçíà÷åííóþ â íà÷àëå ïàðàãðàôà öåëü � èç ðåçóëüòàòîâ äèôðàê-
öèè íà ùåëè ïåðåéòè ê îïèñàíèþ äèôðàêöèè íà êðàþ ïîëóïëîñêîñòè,
� îáëàñòü íàáëþäåíèÿ îãðàíè÷èì óñëîâèåì xp < l/2 è ξp < ξl/2. Ïðè
ýòîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü óñëîâèå, êîãäà ïîëå â òî÷êå xp = l/2

Êp(xp = l/2) = 2
E0√
2i

eikzp

ξl/2∫

0

e
i
π

2
v2

dv

ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì E0e
ikzp

è ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò øèðèíû ùåëè. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïÿòèïðîöåíò-
íûå êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû ïîëÿ (ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòâåðòüïðîöåíòíûå
êîëåáàíèÿ èíòåíñèâíîñòè) îòíîñèòåëüíî íåâîçìóùåííûõ çíà÷åíèé àì-
ïëèòóäû äîïóñòèìû, òî èç çàôèêñèðîâàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà (12.41)
ñëåäóåò, ÷òî øèðèíà ùåëè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ξl ≥ 2u∗.
(Åñòåñòâåííî, ýòî òðåáîâàíèå âî ñêîëüêî óãîäíî ðàç ìîæíî óæåñòî÷èòü.)
Ïðè ýòîì äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ xp < l/2 (ξp < (1/2)ξl) âåðõíèé ïðåäåë
ξl−ξp â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå (12.38) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ξl−ξp > u∗
è ìîæåò áûòü çàìåíåí íà áåñêîíå÷íîñòü. Òîãäà èñêîìàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëüíûé âèä

Êp =
E0√
2i

eikzp

(
1 + i

2
+

ξp∫

0

e
i
π

2
v2

dv

)
. (12.42)

Ñêîáêà â âûðàæåíèè (12.42), ðàâíàÿ J(∞) + J(ξp), íà âåêòîðíîé äèà-
ãðàììå (ðèñ. 12.33) èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì, íà÷àëî êîòîðîãî íàõîäèòñÿ
â öåíòðå ëåâîé ñïèðàëè −(1+i)/1, à êîíåö � â òî÷êå ñïèðàëè Êîðíþ, ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó u = ξp. (Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ξp ýòîò
âåêòîð ïîêàçàí ïóíêòèðîì.) Îòñþäà õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå çàâèñèìî-
ñòè èíòåíñèâíîñòè âîëíû â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ z = zp îò êîîðäèíàòû
xp êà÷åñòâåííî ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäñòàâèòü è ñîãëàñîâàòü ñ ðå-
çóëüòàòîì âû÷èñëåíèé, èçîáðàæåííûì íà ãðàôèêå (ðèñ. 12.34). Âèäíî,
âî-ïåðâûõ, ÷òî â îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè (xp < 0, ξp < 0) |Êp| è
I = |Êp|2 ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè |ξp|. Èíòåíñèâ-
íîñòü ïðàêòè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü óæå ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ
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ξp = −3, ò. å. xp = −3

√
λzp/2. Âî-âòîðûõ, íà ãðàíèöå ãåîìåòðè÷åñêîé

òåíè (ò. å. ïðè xp = 0)

Êp =
E0√
2i

eikzp
1 + i

2
=

1
2
E0 eikzp è I =

1
4
I0, ãäå I0 = E2

0 .

Ðèñ. 12.33 Ðèñ. 12.34

Â-òðåòüèõ, ïî ìåðå ïåðåìåùåíèÿ â ñòîðîíó îñâåùåííîé îáëàñòè |Êp| è
I âîçðàñòàþò è â òî÷êå xp, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ ξp ' 1,5, ïðè-
íèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðåâûøàþùèå ñîîòâåòñòâåííî E0 è
I0 (I = 1,37 I0). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè xp èõ ïîâåäåíèå íîñèò
êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñ çàòóõàþùåé àìïëèòóäîé îòíîñèòåëüíî çíà÷å-
íèé E0 è I0. Ïåðâîå ïàäåíèå äî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçîéäåò ïðè
ξp ' 1,9. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïàäàþò ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ íà ðàññòî-
ÿíèè xp =

√
λzp/2 u∗ îò ãðàíèöû òåíè è â äàëüíåéøåì â ñîîòâåòñòâèè ñ

ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé èíòåíñèâíîñòü èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå I0.
Îáñóæäåíèå äèôðàêöèè Ôðåíåëÿ íà ïîëóïëîñêîñòè çàâåðøèì ñëå-

äóþùèì çàìå÷àíèåì. Êàê ìû óáåäèëèñü, íà ñîñòîÿíèå ïîëÿ äèôðàêöèè
âëèÿíèå îêàçûâàåò íåáîëüøàÿ îáëàñòü îòêðûòîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ýêðà-
íà ñ øèðèíîé l∗ =

√
λzp/2 u∗ ¿ zp. Ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåðåñ ðàçìåð

îáëàñòè íàáëþäåíèÿ òàêæå õàðàêòåðèçóåòñÿ ýòèì çíà÷åíèåì. Òåì ñà-
ìûì ñíèìàþòñÿ òå êàæóùèåñÿ ïðîòèâîïîêàçàíèÿ ê ïðèìåíèìîñòè ïðè-
áëèæåíèÿ Ôðåíåëÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, êîòîðûå áûëè âûñêàçàíû
â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðàôà.
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12.11. Äèôðàêöèîííûå ðåøåòêè

1. Íàèáîëåå ÿðêî äèôðàêöèÿ Ôðàóíãîôåðà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â äè-
ôðàêöèîííîé ðåøåòêå, èìåþùåé âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â
ñïåêòðîñêîïèè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè � ùåëå-
âàÿ ðåøåòêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íàáîð áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêî-
âûõ ïàðàëëåëüíûõ ùåëåé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã
îò äðóãà. Èìåííî ýòîò ÷àñòíûé âèä äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè èçîáðà-
æåí íà ðèñ. 12.35,à, íî âíà÷àëå ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ ðåøåòêè, ñîñòîÿùåé èç íàáîðà N ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ
äèôðàãèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ñ ïåðèîäîì d. Ïðèìåì, ÷òî âîëíà ïàäàåò ïî
íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ðåøåòêè.

Ðèñ. 12.35

Ðåçóëüòàò äëÿ äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà â îäíîìåðíîé çàäà÷å âûðà-
æàåòñÿ ôîðìóëîé (12.30), ãäå Ẽ(kx) + Ẽ(x) åñòü ôóðüå-îáðàç ãðàíè÷íîé
ôóíêöèè Ẽ(x), ò. å. ïîëÿ â ïëîñêîñòè z = 0+, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìû-
êàþùåé ê îáúåêòó, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò äèôðàêöèÿ. Åñëè îáúåêò (â
äàííîì ñëó÷àå äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà) èìååò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿ-
þùóþñÿ ñòðóêòóðó, à âîëíà ïàäàåò ïî íîðìàëè, òî ôóíêöèÿ Ẽ(x) òàêæå
èìååò âèä ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ñèãíàëîâ, ñõåìàòè÷åñêè ïðåä-
ñòàâëåííûõ íà ðèñ. 12.366.

6Ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè Ẽ(x) èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.
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Ðèñ. 12.36

Ôóðüå-îáðàç òàêîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (8.13):

Ẽ(kx) = Ẽ1(kx) e−ikx(N−1)d/2 sin Nkxd/2
sin kxd/2

, (12.43)

ãäå Ẽ1(kx) � ôóðüå-êîìïîíåíòà îò îäíîãî ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà ðå-
øåòêè, à ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü (îòíîøåíèå ñèíóñîâ) åñòü èíòåðôåðåí-
öèîííûé ìíîæèòåëü.

Ìû èññëåäîâàëè åãî â âèäå ôóíêöèè

YN =
�� sin Nx

sin x

��
â ï.4 § 8.2 è ïðåäñòàâèëè ãðàôè÷åñêè äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà N (ðèñ. 8.4,
8.5). Âèäåëè, ÷òî ãëàâíûå ìàêñèìóìû ýòîé ôóíêöèè ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ xm = mπ

è ðàâíû N, ìåæäó íèìè ðàñïîëàãàþòñÿ N − 2 ïîáî÷íûõ ìàêñèìóìîâ. Ïåðâûé íóëü
ôóíêöèè YN íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè π/N îò ãëàâíîãî ìàêñèìóìà.

Èòàê, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò (12.43), àìïëèòóäó ïîëÿ (12.30) äèôðà-
ãèðîâàííîé âîëíû â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè xp, zp (èëè ñ
óãëîâîé êîîðäèíàòîé αp = xp/zp íà ýêðàíå z = zp (ðèñ. 12.35,à), ÷òî
áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ê(αp) = Ê1(αp)
sin Nkαpd/2
sin kαpd/2

exp[−i(N − 1)kαpd/2],

ãäå Ê1(αp) =

√
k

izp
exp [ik(zp +

x2
p

2zp
)]Ẽ1(kx)

∣∣
kx=kxp/zp=kαp

åñòü àìïëèòóäà ïîëÿ âîëíû, ïðèõîäÿùåé â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, îò îäíîãî
ýëåìåíòà ðåøåòêè. Îòñþäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè èìååì

I(αp) = | Ê(αp) |
2

= I1(αp)
sin2 Nkαpd/2
sin2 kαpd/2

, (12.44)
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I1(αp) =
k

zp
| Ẽ(kx = kαp) |2. (12.45)

Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç îáðàùåíèÿ ê ñîîòíîøåíèþ
(8.13), çàìåòèâ, ÷òî ïîëå â òî÷êå íàáëþäåíèÿ

Ê(αp) = Ê1(αp)[1 + e−ik∆ + e−2ik∆ + · · ·+ e−i(N−1)k∆] (12.46)

ñîñòîèò èç N ñëàãàåìûõ, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû, ïðè÷åì îò êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ýëåìåíòà âîëíà ïðèõîäèò ñ ôà-
çîâûì ñäâèãîì, îáóñëîâëåííûì ðàçíîñòüþ õîäà ∆ = αpd (ðèñ. 12.35,á).
Ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ò. å.
ðåçóëüòàò èíòåðôåðåíöèè) è äàåò èñêîìîå ðåøåíèå

Ê(αp) = Ê1(αp)e−i(N − 1)k∆/2 sinNk∆/2
sin k∆/2

. (12.47)

2. Ùåëåâàÿ ðåøåòêà. Â êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïðîñòîé ðåøåòêè, ñî-
ñòîÿùåé èç ùåëåé øèðèíû a, êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ (12.37), ïðè α0 = 0
èìååì

I1(αp) = I0sinc2(kaαp/2), I0 = E2
0

a2

λzp
(èëè E2

0

a2

λF
). (12.48)

Ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü (12.44) ïðè ýòîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì ïî óãëó, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 12.37.

Ðèñ. 12.37

Çäåñü ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè I0N
2sinc2(kaαp/2),
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ñïëîøíàÿ èçîáðàæàåò èíòåíñèâíîñòü (äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ d = 3/2 a) ñ
òðåìÿ ãëàâíûìè ìàêñèìóìàìè ïîðÿäêîâ m = 0,m = 1,m = 2 ïðè óãëàõ
ñîîòâåòñòâåííî αp = 0, αp = λ/d è αp = 2λ/d. Ìàêñèìóì ïîðÿäêà m = 3
îòñóòñòâóåò, ò. ê. åãî ïîëîæåíèå â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ
íóëåì îãèáàþùåé. Êðîìå ïåðâûõ ãëàâíûõ ìàêñèìóìîâ íà ðèñ. 12.37 íà-
ìå÷åíû òàêæå ïîáî÷íûå ìàêñèìóìû äëÿ èíòåðâàëà óãëîâ 0 < αp < λ/d.
Âñåãî èõ øåñòü; ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñõåìàòè÷åñêàÿ êàðòèíà ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèþ N = 8 è òîëüêî êà÷åñòâåííî îòâå÷àåò ðàñïðåäåëåíèþ
èíòåíñèâíîñòè çà ðåàëüíîé äèôðàêöèîííîé ðåøåòêîé, â êîòîðîé ÷èñëî
øòðèõîâ äîñòèãàåò N = 2·105.

Ïîëîæåíèÿ αm = mλ/d ãëàâíûõ ìàêñèìóìîâ ìû îïðåäåëÿëè èç óñëîâèÿ îáðà-
ùåíèÿ â íóëü çíàìåíàòåëÿ èíòåðôåðåíöèîííîãî ìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè (12.44),
ïîëó÷åííîì íà îñíîâå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.13). Ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðôå-
ðåíöèîííîãî ïîäõîäà (12.46) íàïðàâëåíèÿ αm íåïîñðåäñòâåííî ïðîñìàòðèâàþòñÿ êàê
íàïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòè õîäà ∆ (ðèñ. 12.35,á) ðàâíû öåëîìó ÷èñëó äëèí
âîëí, ò. å. ∆m = αmd = mλ.

3. Ôàçîâûå ðåøåòêè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ðàññìîòðåííîé
ùåëåâîé ðåøåòêå òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü ïàäàþùåãî ñâåòà ïîïàäàåò â äè-
ôðàêöèîííûé ìàêñèìóì êàêîãî-íèáóäü îäíîãî ïîðÿäêà m 6= 0. Ýòî ñå-
ðüåçíûé íåäîñòàòîê ïðè èññëåäîâàíèè èçëó÷åíèÿ ñëàáûõ èñòî÷íèêîâ.
Óñòðàíÿåòñÿ îí â ñîâðåìåííûõ òàê íàçûâàåìûõ ôàçîâûõ ðåøåòêàõ, ïîç-
âîëÿþùèõ ñêîíöåíòðèðîâàòü áîëüøóþ ÷àñòü ýíåðãèè äèôðàãèðóþùåãî
ñâåòà â îäíîì èëè äâóõ ãëàâíûõ ìàêñèìóìàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ôàçîâóþ ðåøåòêó èç ïðîçðà÷íîãî äè-
ýëåêòðèêà (ñòåêëî) ñ ïðîôèëåì øòðèõîâ, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 12.38. Øè-
ðèíà øòðèõà, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäîì ðåøåòêè, ðàâíà d,
óãîë β ¿ 1. Àìïëèòóäà ïîëÿ âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç ðåøåòêó, ïî ìî-
äóëþ ïîñòîÿííà. Ôàçà â ïëîñêîñòè z = +0 çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, è
åå ïåðåìåííàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ îïòè÷åñêîé äëèíîé ïóòè ∆, ñêëàäû-
âàþùåéñÿ èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïðåäåëàõ 0 < x < d îäíîãî øòðèõà

∆(x) = nβx + (βd− βx),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòêó ïóòè â ñòåêëå ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ n, âòîðîå � ñëîþ âîçäóõà (íà ðèñ. 12.38 âûäåëåíû ÷åðòî÷-
êàìè). Òàêèì îáðàçîì, íå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîñòîÿííûé ôàçîâûé
ìíîæèòåëü exp (ikβd), ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ â ïðåäåëàõ îäíîãî øòðèõà
ìîæíî ïðèíÿòü â âèäå

Ẽ1(x) = E0e
ikβ(n−1)x.
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Îòñþäà ôóðüå-îáðàç, âõîäÿùèé â âûðàæåíèå (12.45), äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé ôàçîâîé ðåøåòêè

Ẽ1(kx) =
E0d√

2π
ei[kx−kβ(n−1)]d/2 sinc{[kx − kβ(n− 1)]d/2}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæèòåëü I1(αp), îïðåäåëÿþùèé ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè (12.44), â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

I1(αp) = I0 sinc2[kd(αp − β(n− 1))/2], I0 = E2
0

d2

λzp
(èëè E2

0

d2

λF
)

è òîëüêî àðãóìåíòîì ôóíêöèè sinc îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîæèòåëÿ (12.48) äëÿ ùåëåâîé ðåøåòêè. Íî áëàãîäàðÿ ýòîìó îòëè÷èþ
öåíòðàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè I1(αp) çàíèìàåò òåïåðü ðåãóëèðóåìîå
ïîëîæåíèå αp = α∗ = β(N − 1), à åãî õàðàêòåðíàÿ øèðèíà â òî÷íî-
ñòè ñîâïàäàåò ñ óãëîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ãëàâíûìè ìàêñèìóìàìè.
Ñêàçàííîå äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 12.39, íà êîòîðîì èíòåðôåðåíöèîííûé
ìíîæèòåëü ïðåäñòàâëåí íåñêîëüêèìè ñâîèìè ãëàâíûìè ìàêñèìóìàìè,
à ôóíêöèÿ I1(αp) íàíåñåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Ðèñ. 12.38 Ðèñ. 12.39

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíó β(N − 1) îäíîìó èç çíà÷åíèé
mλ/d, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü äèôðàãèðî-
âàííîé âîëíû õàðàêòåðèçîâàëàñü íàëè÷èåì âñåãî îäíîãî ãëàâíîãî ìàê-
ñèìóìà, êàê íà ðèñ. 12.40, ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àþ β(N − 1) = λ/d.
Çäåñü âåñü ïàäàþùèé íà ðåøåòêó ñâåòîâîé ïîòîê êîíöåíòðèðóåòñÿ â
îäíîì ïåðâîì ìàêñèìóìå.
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Ðèñ. 12.40

4. Ñëó÷àé íàêëîííî ïàäàþùåé âîëíû. Â äàííîì ñëó÷àå ðåçóëü-
òàò äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (12.36)

Êp =

√
k

iRp
cos αp Ẽ(kx)

∣∣
kx=k sin αp

. (12.49)

Äëÿ íå ìàëûõ óãëîâ ïàäåíèÿ α0 ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ â ïðåäåëàõ îäíîé
ùåëè | x |< a/2 (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ùåëåâîé ðåøåòêè) è åå ôóðüå-îáðàç
áóäóò

Ẽ1(x) = E0e
ik sin α0x, Ẽ1(kx) =

E0a√
2π

sinc[(kx − k sin α0)a/2]. (12.50)

Íî äëÿ âñåé ðåøåòêè ôóíêöèÿ Ẽ(x) òåïåðü íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

â âèäå ïåðèîäè÷åñêîãî ïîâòîðåíèÿ Ẽ1(x), ò. å. Ẽ(x) 6=
N−1∑
n=0

Ẽ1(x − nd),

ò. ê. ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ çà êàæäîé ïîñëåäóþùåé ùåëüþ îòëè÷àåòñÿ îò
ïðåäûäóùåé ôàçîâûì ìíîæèòåëåì exp (ikd sin α0). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
íå ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ôóðüå-îáðàç Ẽ(kx) â âèäå (12.43) è íåïîñðåä-
ñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (12.49) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ èíòåíñèâíîñòè çà ðåøåòêîé. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèäåòñÿ
ïðîéòè îäíèì èç äâóõ ¾îêîëüíûõ¿ ïóòåé. Íàïðèìåð, èç çíàíèÿ ôóðüå-
îáðàçà Ẽ1(kx) (12.50) ñíà÷àëà ïî ôîðìóëå (12.49) îïðåäåëèòü ïîëå â
òî÷êå íàáëþäåíèÿ

Ê1(αp) =

√
k

iRp
eikRp cos αp

E0a√
2π

sinc[(sin αp − sinα0)ka/2], (12.51)

îáóñëîâëåííîå îäíîé ùåëüþ. À çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåðôåðåí-
öèîííûì ïîäõîäîì (12.46), äëÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ îò N ùåëåé îòâåò çà-
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ïèñàòü â âèäå

Ê(αp) = Ê1(αp) e−i(N−1)k∆/2 sin Nk∆/2
sin k∆/2

, (12.52)

ïî ôîðìå ñîâïàäàþùåì ñ âûðàæåíèåì (12.47). Êàê âèäíî èç ðèñ. 12.41,
∆ = d(sinαp − sin α0) (12.53)

è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèÿ íà ãëàâíûå ìàêñèìóìû îïðåäåëÿþòñÿ
óñëîâèåì

d(sinαm − sin α0) = mλ, (12.54)
ïðè α0 = 0 ñâîäÿùèìñÿ ê

d sinαm = mλ (èëè αm = mλ/d ïðè d À λ).

Ðèñ. 12.41

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè çà ðåøåòêîé ïðè íàêëîí-
íîì ïàäåíèè, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (12.52), (12.53), îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

I(αp) = I1(αp)
sin2[N(sinαp − sin α0)kd/2]
sin2[(sin αp − sinα0)kd/2]

, (12.55)

ñïðàâåäëèâîé äëÿ ðåøåòêè ñ ïðîèçâîëüíûì ïðîôèëåì øòðèõà. Ñòðóê-
òóðà øòðèõà (èëè ñòðóêòóðà îäíîé ÿ÷åéêè ðåøåòêè) ñêàçûâàåòñÿ òîëüêî
íà ìíîæèòåëå I1(αp), êîòîðûé äëÿ ïðîñòîé ùåëåâîé ðåøåòêè èìååò âèä

I1(αp) =
E2

0a2

λRp
cos2 αp sinc2[(sin αp − sin α0)ka/2], (12.56)
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âûòåêàþùèé èç ñîîòíîøåíèÿ (12.51).

Âòîðîé âîçìîæíûé ïóòü ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâÿçàí ñ íåïîñðåä-
ñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ôóðüå-îáðàçà ãðàíè÷íîé ôóíêöèè Ẽ(x). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ

Ẽ(x) = E0eik sin α0x t(x),

ãäå E0eik sin α0x åñòü àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû â ïëîñêîñòè z = 0, à t(x) � êîýô-
ôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ðåøåòêè, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì d. Ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ (íî íå Ẽ(x)!) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

t(x) =

N−1X
n=0

t1(x− nd)

ïåðèîäè÷åñêîãî ïîâòîðåíèÿ îäíîé ¾ñòóïåíüêè¿ t1(x), îïðåäåëåííîé â ïðåäåëàõ îäíî-
ãî ïåðèîäà. (Íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòîé ùåëåâîé ðåøåòêè t(x) åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíê-
öèÿ êîîðäèíàòû x, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 12.42, à t1(x) îòëè÷íà îò íóëÿ íà èíòåðâàëå
| x |< a/2 è ðàâíà çäåñü åäèíèöå.)

Ðèñ. 12.42

Òàêèì îáðàçîì,

Ẽ(x) = E0eik sin α0x
N−1X
n=0

t1(x− nd),

à åå ôóðüå-îáðàç

Ẽ(kx) =
E0√
2π

∞Z
−∞

e−i(kx−k sin α0)x
N−1X
n=0

t1(x− nd)dx

ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ðåçóëüòàòà (12.43) çàìåíîé kx íà kx−k sin α0.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ Ẽ(kx) â ôîðìóëó (12.49), ïðèäåì ê âûðàæåíèÿì
(12.55), (12.56) (ïîñëåäíåå � äëÿ ùåëåâîé ðåøåòêè).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ d À λ, êîãäà óãëû äè-
ôðàêöèè ìàëû, ÷òîáû ïðèâåñòè ôîðìóëû (12.55), (12.56) ê áîëåå ïðî-
ñòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî sinαp â íèõ çàìåíèì íà ðàçëîæåíèå sin αp =
sinα0 + cos α0 (αp − α0), cos αp � íà cos α0 è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

I(αp) = I1(αp)
sin2[Nkd cos α0 (αp − α0)/2]
sin2[kd cosα0 (αp − α0)/2]

,
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I1(αp) = I0 sinc2[ka cos α0 (αp−α0)/2], I0 =
E2

0a2 cos2 α0

λRp
(
E2

0a2 cos3 α0

λF
).

Èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè
(12.44), (12.48) äëÿ α0 = 0 âèäèì, ÷òî, â îñíîâíîì, íàëè÷èå íåíóëåâî-
ãî óãëà ïàäåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ñîîòâåòñòâóþùåìó óìåíüøåíèþ ïåðèîäà
ðåøåòêè è øèðèíû ùåëè. Åñòåñòâåííî, äèôðàêöèîííûé óãîë ïðè ýòîì
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû.

12.12. Äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà
êàê ñïåêòðàëüíûé ïðèáîð

Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (12.54), íàïðàâëåíèÿ íà ãëàâíûå ìàê-
ñèìóìû çàâèñÿò îò äëèíû âîëíû (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ m = 0), èëè,
êàê ãîâîðÿò, èìååòñÿ óãëîâàÿ äèñïåðñèÿ (dαm/dλ 6= 0). Ïîýòîìó ðåøåòêà
ðàçëàãàåò ïàäàþùèé íåìîíîõðîìàòè÷åñêèé ñâåò â ñïåêòðû íåñêîëüêèõ
ïîðÿäêîâ è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå äèñïåðãèðóþùåãî ýëåìåí-
òà â ñïåêòðàëüíûõ ïðèáîðàõ. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ñïåêòðà, îãðàíè-
÷èâàþùèéñÿ óñëîâèåì | sin αm |≤ 1, ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ mmax ≤ d/λ. ×òîáû ðåøåòêà äàâàëà ñïåêòð õîòÿ áû
ïåðâîãî ïîðÿäêà, åå ïåðèîä äîëæåí áûòü áîëüøå äëèíû ñâåòîâîé âîëíû.

Âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñïåêòðàëüíîãî ïðèáîðà ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíàÿ îáëàñòü äèñïåðñèè è ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü. Ñâîáîäíàÿ
îáëàñòü äèñïåðñèè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé øèðèíå ∆λ ñïåêòðàëüíîãî èí-
òåðâàëà èññëåäóåìîãî èçëó÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé ñïåêòðû ñîñåäíèõ ïîðÿä-
êîâ åùå íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðèì ñïåêòðàëü-
íûé èíòåðâàë îò λ äî λ + ∆λ è âûÿñíèì, ïðè êàêîì ∆λ ïîëîæåíèå
αm+1 ìàêñèìóìà m + 1 ïîðÿäêà âîëíû λ ñîâïàäåò ñ ïîëîæåíèåì αm

äëÿ âîëíû λ + ∆λ. Òàê êàê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ âñåãäà îïðåäåëÿþò-
ñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçíîñòü õîäà ∆l èç ñîîòíîøåíèÿ ∆l = mλ,
ðàññìàòðèâàåìîå ñîâïàäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèôðàêöèîííîé ðåøåò-
êè ïðîèçîéäåò ïðè óñëîâèè (m + 1)λ = m(λ + ∆λ). Îòñþäà

∆λ = λ/m (12.57)

� ñâîáîäíàÿ îáëàñòü äèñïåðñèè äëÿ ðåøåòêè (êàê è ëþáîãî äðóãîãî
ñïåêòðàëüíîãî ïðèáîðà) � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîðÿäêó ñïåêòðà.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðîâ íèçêèõ ïîðÿäêîâ (îáû÷íî âòîðîãî èëè òðå-
òüåãî) ðåøåòêà ïðèãîäíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ, çàíèìàþùåãî
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øèðîêèé ñïåêòðàëüíûé èíòåðâàë7, Â ýòîì ñîñòîèò ãëàâíîå ïðåèìóùå-
ñòâî äèôðàêöèîííûõ ðåøåòîê ïåðåä èíòåðôåðåíöèîííûìè ñïåêòðàëü-
íûìè ïðèáîðàìè, íàïðèìåð, èíòåðôåðîìåòðîì Ôàáðè-Ïåðî (ñì. ñëåäó-
þùèé ïàðàãðàô).

Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ïðèáîðà

Rλ = λ/δλ (12.58)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå äëèíû ñâåòîâîé âîëíû ê ìèíèìàëüíîé ðàç-
íîñòè äëèí âîëí δλ = λ1−λ2, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû ïðèáîðîì.

Ôèçè÷åñêèì ôàêòîðîì, îãðàíè÷èâàþùèì ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü
äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ óãëîâàÿ øèðèíà äèôðàê-
öèîííîãî ìàêñèìóìà. Ôðàãìåíò óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè
m - ãî ìàêñèìóìà äëÿ äëèíû âîëíû λ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 12.43. Øèðè-
íó ýòîãî êîíòóðà íà ïîëîâèíå âûñîòû, îáîçíà÷åííóþ ε, ìîæíî ïðèíÿòü
ðàâíîé

ε = λ/Nd. (12.59)

Ýòî íå òî÷íîå ðàâåíñòâî, âû÷èñëåíèå äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå (2,65/π)λ/Nd.

Ïðè îöåíêå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè äàííîå ðàçëè÷èå íåñóùåñòâåííî è äîïóñòèìî
èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (12.59).
Åñëè êîíòóðû ìàêñèìóìîâ m-ãî ïîðÿäêà äëÿ âîëí λ è λ + δλ ïî êîîð-
äèíàòå sinαp ðàçäâèíóòü íà âåëè÷èíó ε, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 12.44,
òàêèå ëèíèè åùå ðàçðåøàþòñÿ äèôðàêöèîííîé ðåøåòêîé, ò. ê. êîíòóð
ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè ïîêàçûâàåò ïðè ýòîì íåáîëüøîé ïðîâàë ïî-
ñðåäèíå. Ïîñêîëüêó öåíòðû ìàêñèìóìîâ m-ãî ïîðÿäêà äëÿ âîëí λ1 =
λ + δλ, λ2 = λ − δλ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (12.54), äëÿ ðàçíî-
ñòè sin α

(1)
m − sin α

(2)
m ïîëó÷àåì çíà÷åíèå m(λ1 − λ2)/d = mδλ/d. Äëÿ

ðàçðåøàåìûõ ëèíèé ýòà âåëè÷èíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ε (12.59), ò, å.

m
δλ

d
=

λ

Nd
; îòñþäà Rλ = λ/δλ = Nm.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó øòðèõîâ ðåøåòêè è òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøèé ïî-
ðÿäîê ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îáû÷íî m ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1�3,
÷èñëî øòðèõîâ äîñòèãàåò 105 è Rλ ∼ 105.

7Ïðàâäà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé óãëîâîé äèñïåðñèè â ñïåêòðàõ íèçêèõ ïî-
ðÿäêîâ òðåáóåòñÿ óìåíüøèòü ïåðèîä ðåøåòêè d. Ïîýòîìó ñîâðåìåííûå ðåøåòêè äëÿ
âèäèìîé îáëàñòè ñïåêòðà èìåþò äî 2400 øòðèõîâ íà 1ìì.
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Ðèñ. 12.43 Ðèñ. 12.44

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè èí-
òåðôåðèðóþùèå êîãåðåíòíûå ïó÷êè ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå äèôðàê-
öèè íà ðåãóëÿðíî ðàñïîëîæåííûõ ýëåìåíòàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ìû
èìååì äåëî ñ ìíîãîëó÷åâîé èíòåðôåðîìåòðèåé, îñíîâàííîé íà ìåòîäå
äåëåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà, è ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè îòíîñÿòñÿ ê
ñïåêòðàëüíûì ïðèáîðàì ýòîãî êëàññà.

12.13. Èíòåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî

Ïîêàæåì, ÷òî äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ñïåê-
òðàëüíûõ ïðèáîðîâ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîëó÷åâîé èíòåðôå-
ðîìåòðèè äðóãîãî òèïà, îñíîâàííîé íà ìåòîäå äåëåíèÿ àìïëèòóäû. Â
ýòîì ñëó÷àå èíòåðôåðèðóþùèå êîãåðåíòíûå âîëíû ïîëó÷àþòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé îò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé, êàê â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü èíòåðôåðîìåòðå Ôàáðè-Ïåðî.

1. Îáúÿñíåíèå ïðèíöèïà ðàáîòû äàííîãî ïðèáîðà íà÷íåì ñ ðàññìîò-
ðåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû ïëîñêîé ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç ñëîé äèýëåêòðèêà (ñòåêëÿííóþ ïëà-
ñòèíêó) òîëùèíû h ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n. Ïóñòü âîëíà ïàäàåò
ïîä ìàëûì óãëîì θ ¿ 1, åå àìïëèòóäà E0. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîöåññ ìíîãî-
êðàòíûõ îòðàæåíèé âíóòðè ñëîÿ, ïðîøåäøóþ âîëíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû ïëîñêèõ âîëí ñ àìïëèòóäàìè Ê(1), Ê(2), . . . (ðèñ. 12.45).
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Ýòè àìïëèòóäû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç E0, àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû îò-
ðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå ñëîÿ è îïòè÷åñêóþ ðàçíîñòü
õîäà ∆ ìåæäó ïîñëåäóþùèìè âîëíàìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Ê(1) = E0ττ ′eiknh/ cos θ′ ,

Ê(2) = Ê(1)ρ2eik∆,

Ê(3) = Ê(2)ρ2eik∆

(âñå ïîñëåäóþùèå àìïëèòóäû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå ðåãóëÿð-
íûì îáðàçîì â âèäå Ê(j+1) = Ê(j)ρ2eik∆). Òàê êàê âñå îòðàæåíèÿ ïðîèñ-

Ðèñ. 12.45

õîäÿò çäåñü íà ïåðåõîäå ¾ñòåêëî-âîçäóõ¿, â ôîðìóëàõ ôèãóðèðóåò îäèí
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ, ðàâíûé8

ρ =
n− 1
n + 1

.

Àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ïåðåõîäà ¾âîçäóõ-ñòåêëî¿
è îáðàòíî âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

τ =
2

n + 1
, τ ′ =

2n

n + 1
,

êîòîðûå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

ττ ′ = 1− ρ2. (12.60)
8Ïðèâîäèìûå çäåñü ôîðìóëû äëÿ ρ, τ, τ ′, ñëåäóþùèå èç ôîðìóë Ôðåíåëÿ, ñïðà-

âåäëèâû äëÿ ìàëûõ óãëîâ ïàäåíèÿ.
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Îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà ìåæäó ïîñëåäóþùèìè âîëíàìè, ðàâíàÿ, êàê
âèäíî èç ðèñ. 12.45,

∆ = n(AB + AC)−BD =
2nh

cos θ′
− 2h

sin θ′

cos θ′
sin θ,

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
∆ = 2hn cos θ′.

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïðîøåäøåé âîëíû, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Ê(θ) = E0ττ ′[1 + ρ2eik∆ + (ρ2eik∆)2 + . . .]eiknh/ cos θ′ ,

ïðè ó÷åòå ρ2 < 1 ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ

Ê(θ) = E0ττ ′
1

1− ρ2eik∆(θ)

(íåñóùåñòâåííûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü exp (iknh/ cos θ′)îïóñêàåòñÿ). Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (12.60) è çàìåíîé R = ρ2 (R � ýíåðãåòè-
÷åñêèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ), ïîñëåäíþþ ôîðìóëó çàïèøåì â âèäå

Ê(θ) = E0
1−R

1−Reik∆(θ)
.

Îòñþäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè I(θ) =| Ê(θ) |2 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò

I(θ) = I0
(1−R)2

1 + R2 − 2R cos k∆
,

÷òî ñ ó÷åòîì cos k∆ = 1− 2 sin2 k∆(θ)
2 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

I(θ) = I0
1

1 +
4R

(1−R)2
sin2 k∆(θ)

2

(12.61)

(ôîðìóëà Ýéðè). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü Imax =
I0 èìååò ìåñòî ïðè k∆ = 2πm (m � öåëîå), ò. å. êîãäà îïòè÷åñêàÿ
ðàçíîñòü õîäà, êàê è â äèôðàêöèîííîé ðåøåòêå, êðàòíà äëèíå âîëíû. Â
äàííîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

2hn cos θ′ = mλ. (12.62)
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Â ïðèâåäåííîì âûâîäå ôîðìóëû (12.61) ó÷èòûâàëàñü ðàçíèöà â êîýôôèöèåíòàõ τ, τ ′,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (12.60). Â èíòåðôåðîìåòðå Ôàáðè-Ïåðî äëÿ óâåëè-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R ãðàíèöû ñëîÿ ïîêðûâàþòñÿ ìíîãîñëîéíûìè äè-
ýëåêòðè÷åñêèìè çåðêàëàìè. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå ìåæäó τ, τ ′, èñ÷åçàåò, íî ñîîòíîøåíèå
(12.60) â âèäå

τ2 = 1− ρ2 = 1−R

ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ çäåñü ôîðìóëà (12.61) ñïðàâåäëèâà è â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ò. å. ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ 0 ≤ R < 1.

Çàâèñèìîñòü I(k∆) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà îòðàæå-
íèÿ â ïðåäåëàõ 0 < R < 1 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 12.46.

Ðèñ. 12.46

Âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè R îò 0 äî 1 õàðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè ïðå-
òåðïåâàåò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå. Ïðè R ¿ 1 äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî
ïðèáëèæåíèå

I = I0(1− 4R sin2 k∆/2),

â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåå ñ ðåçóëüòàòîì èíòåðôåðåíöèè äâóõ ïåðâûõ
âîëí Ê(1), Ê(2) ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ àìïëèòóäàìè, è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ êðèâàÿ íàïîìèíàåò ýòîò ñëó÷àé. Åñëè 1 − R ¿ 1, ðàñïðåäåëåíèå
èíòåíñèâíîñòè ïðèîáðåòàåò ïðèíöèïèàëüíî èíîé âèä ñ ðåçêèìè ìàêñè-
ìóìàìè ïðè k∆ = 2πm. Äëÿ íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé îò ýòîãî çíà÷åíèÿ,
ò. å ïðè k∆ = 2πm + δ, sin2 k∆/2 = sin2 δ/2 = (δ/2)2, è ôîðìóëà Ýéðè
(12.61) ïðèîáðåòàåò âèä

I = I0
1

1 + R
(1−R)2 δ2

;

ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå I(k∆) âáëèçè ìàêñèìóìà èìååò ëîðåíöå-
âó ôîðìó. Îñòðîòà ýòîãî ìàêñèìóìà õàðàêòåðèçóåòñÿ øèðèíîé êîíòóðà
èíòåíñèâíîñòè íà ïîëîâèíå åãî âûñîòû, íà ðèñ. 12.47 îáîçíà÷åííîé ε.

www.phys.nsu.ru



12.13. Èíòåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî 245
Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû,

ε = 2(1−R)/
√

R, (12.63)
è ïðè R → 1 øèðèíà êîíòóðà èíòåíñèâíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ðèñ. 12.47

2. Ðàññìîòðåííûé ïëîñêèé ñëîé ñ çåðêàëüíûìè ãðàíèöàìè è óñòà-
íîâëåííûå íà ïóòè ïðîøåäøåé âîëíû îáúåêòèâ ñ ýêðàíîì â ôîêàëüíîé
ïëîñêîñòè ñîñòàâëÿþò ïðèíöèïèàëüíóþ îñíîâó èíòåðôåðîìåòðà Ôàáðè-
Ïåðî.
Åñëè íà íåãî íàïðàâèòü ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, òî íà ýêðàíå ìîæåò
âîçíèêíóòü íè÷åì íå ïðèìå÷àòåëüíîå äèôðàêöèîííîå ïÿòíî (ðèñ. 12.48) ñ óãëîâûì
ðàçìåðîì λ/D (D � äèàìåòð îáúåêòèâà). Îñâåùåííîñòü ïÿòíà ïðîïîðöèîíàëüíà èí-
òåíñèâíîñòè ïðîøåäøåé âîëíû (12.61), çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà k∆; ñëåäîâàòåëüíî,
âèäèìîå ïÿòíî áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî íà î÷åíü óçêîì èíòåðâàëå ýòîãî ïàðàìåò-
ðà.

Ðèñ. 12.48

Îñâåòèì èíòåðôåðîìåòð ñëàáîðàñõîäÿùèìñÿ ïó÷êîì ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîãî ñâåòà (ðèñ. 12.49). Ýòîò ïó÷îê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïëîñêèõ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, âîëíîâûå âåêòîðà êîòîðûõ çàíèìàþò íåáîëü-
øîé èíòåðâàë óãëîâ θ, íî ëåæàò âî âñåõ ðàäèàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç îñü ñèììåòðèè. Ïîýòîìó â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îáúåêòèâà
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òåïåðü áóäåì èìåòü íå òî÷êè, à ñâåòëûå êîëüöà, ïîõîæèå íà êîëüöà Íüþ-
òîíà, íî ýòî � ëèíèè ðàâíîãî íàêëîíà. Èõ óãëîâûå ðàçìåðû è ïîðÿäêè
èíòåðôåðåíöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (12.62), êîòîðîå ñ çàìåíîé

cos θ′ = 1− 1
2
θ′2 = 1− 1

2
θ2

n2

ïåðåïèøåì â âèäå

2hn

λ
(1− 1

2
θ2

n2
) = öåëîìó ÷èñëó m. (12.64)

Ýòî öåëîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü áîëüøå öåëîé ÷àñòè 2hn/λ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè äëÿ ïåðâîãî êîëüöà

m1 = [ 2hn/λ ], ïðè÷åì m1 À 1. (12.65)

Äëÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî êîëüöà ÷èñëî m íà åäèíèöó ìåíüøå, è äëÿ
êîëüöà ñ íîìåðîì p

mp = m1 − (p− 1).

Ñîîòâåòñòâóþùèé óãëîâîé ðàçìåð êîëüöà θp îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
(12.64)

2hn

λ

(
1− 1

2
θ2

p

n2

)
= [

2hn

λ
]− (p− 1),

îòêóäà

θp =

√
λn

h

√(2hn

λ
− [

2hn

λ
]
)

+ p− 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà èíòåðôåðîìåòð ïàäàåò íåìîíîõðîìàòè-
÷åñêîå èçëó÷åíèå, íàïðèìåð, ïàðà ñâåòîâûõ âîëí ñ äëèíàìè λ1 è λ2. Òî-
ãäà êàæäàÿ èç ýòèõ âîëí äàñò ñâîþ ñèñòåìó èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà m (íàïðèìåð, m1) íàïðàâëåíèÿ íà
èíòåðôåðåíöèîííûå ìàêñèìóìû äëÿ ðàçíûõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò
áóäóò ðàçëè÷íûìè, ò. å. èíòåðôåðîìåòð áóäåò îñóùåñòâëÿòü ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ðàçëîæåíèå ñïåêòðà.

Èç óñëîâèÿ (12.62) ñëåäóåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ îáëàñòü äèñïåðñèè ∆λ èí-
òåðôåðîìåòðà Ôàáðè-Ïåðî, êàê è äëÿ äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè, îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (12.57). Íî òåïåðü ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (12.65), è ñâîáîäíàÿ îáëàñòü äèñïåðñèè

∆λ = λ
λ

2hn
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íåñðàâíèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíîé äëÿ äè-
ôðàêöèîííîé ðåøåòêè. Ïîýòîìó îáû÷íî íà âõîäå â èíòåðôåðîìåòð ñâåò
ìîíîõðîìàòèçèðóþò ïðè ïîìîùè áîëåå ãðóáîãî ñïåêòðàëüíîãî ïðèáîðà
(èëè èñïîëüçóþò ëàçåð; ñì. ðèñ. 12.49).

Ðèñ. 12.49

Èìåÿ áîëüøîé ïîðÿäîê èíòåðôåðåíöèè â ãëàâíîì ìàêñèìóìå, èí-
òåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî îáëàäàåò áîëüøîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíî-
ñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðåçêîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà
ýêðàíå â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îáúåêòèâà îïðåäåëÿåòñÿ ðåçêîñòüþ ïî-
ëîñ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè (12.61) ïåðåä îáúåêòèâîì9, îïðåäåëÿ-
åìóþ âåëè÷èíîé ε (12.63), âîëíû λ1 è λ2 = λ + δλ ðàçðåøèìû, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå k1∆, k2∆ îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè ε, ò. å.

2π
δλ

λ2
∆ = ε = 2

1−R√
R

.

Îòñþäà äëÿ Rλ ïîëó÷àåì

Rλ =
λ

δλ
= π

2hn

λ

√
R

1−R
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî ñ ïàðà-
ìåòðàìè 2hn = 5ñì è R = 0,9. Òîãäà äëÿ äëèíû âîëíû λ = 0,5·10−4ñì
ïîëó÷èì m1 = ∆/λ = 105, ∆λ = λ/m1 = 0,05

◦
A,Rλ = 3·106. Ýòè öèôðû

ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò
9Èíà÷å ãîâîðÿ, äèôðàêöèîííîå ðàñïëûâàíèå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáúåêòèâà ìàëî

è íå âëèÿåò íà ðåçêîñòü èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå.
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âåñüìà âûñîêîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ, íî, êàê óæå ïîä÷åðêèâà-
ëîñü, èìååò î÷åíü óçêóþ ñâîáîäíóþ îáëàñòü äèñïåðñèè. Íà ïðàêòèêå
èíòåðôåðîìåòð Ôàáðè-Ïåðî ÷àñòî èñïîëüçóþò â êîìáèíàöèè ñ äèôðàê-
öèîííûì ñïåêòðîìåòðîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ñïåêòðàëüíûå èçìå-
ðåíèÿ ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì â øèðîêîì äèàïàçîíå äëèí âîëí.
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Ãëàâà 13

ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ
ÂÎËÍ

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí, ïðè÷åì, â îñíîâíîì, áåç îáñóæäåíèÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ
ïðîèñõîæäåíèåì. Òåïåðü, îáðàòèâøèñü ê èñòî÷íèêàì â âèäå òîêîâ è
çàðÿäîâ, ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîðîæäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ïðè
ýòîì ìû ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü, êàê ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò èñ-
òî÷íèêà êâàçèñòàöèîíàðíûå ïîëÿ èñòî÷íèêà ïåðåõîäÿò â âîëíîâûå ïî-
ëÿ, ïîäòâåðäèâ, òåì ñàìûì, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèñòàöèîíàðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ èç � 6.5.

13.1. Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî è
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ

Äëÿ âàêóóìà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðè íàëè÷èè òîêîâ è
çàðÿäîâ èìååò âèä

rotE = −1
c

∂B
∂t

, divB = 0, (13.1)
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rotB =
4π

c
j +

1
c

∂E
∂t

, divE = 4πρ. (13.2)

Ïåðâàÿ ïàðà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (13.1) òîæäåñòâåííî (ñì. � 6.3) óäî-
âëåòâîðÿåòñÿ ââåäåíèåì âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ

B = rotA, E = −1
c

∂A
∂t

− gradϕ, (13.3)

ïðè÷åì ïîëÿ B,E èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé

A′ = A + grad f(r, t), ϕ′ = ϕ− 1
c

∂f

∂t
(ãäå f(r, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ). Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî ïîòåíöèàëû ϕ,A äîïóñêàþò íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíîãî
òðåáîâàíèÿ â âèäå ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (óñëîâèÿ êàëèáðîâêè). Ðàöè-
îíàëüíûé âûáîð ýòîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïîëó÷àþùèåñÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè êàëèáðîâêè Ëî-
ðåíöà

divA +
1
c

∂ϕ

∂t
= 0, (13.4)

âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (13.2) ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæå-
íèé (13.3) ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê ñèñòåìå äâóõ íåçàâèñèìûõ íåîäíîðîäíûõ
âîëíîâûõ óðàâíåíèé

∆A− 1
c2

∂2A
∂t2

= −4π

c
j(r, t), (13.5)

∆ϕ− 1
c2

∂2ϕ

∂t2
= −4πρ(r, t). (13.6)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (13.5), (13.6) ñîâìåñòíî ñ (13.4) îáðàçóþò
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíóþ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëÿ, âîçáóæäàåìûå òîêàìè è çàðÿäàìè, â îáùåì ñëó-
÷àå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû,
îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèé (13.5), (13.6).

13.2. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèé (13.5), (13.6) äëÿ áåç-
ãðàíè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, ñ÷èòàÿ, ÷òî òîêè è çàðÿäû, âõîäÿùèå â ïðà-
âûå ÷àñòè óðàâíåíèé, çàíèìàþò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà.
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Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ïîëåé (ñòàöèîíàðíûõ
òîêîâ è çàðÿäîâ) ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâó-
þùèì óðàâíåíèÿì ýëåêòðîñòàòèêè (1.13) è ìàãíèòîñòàòèêè (4.16)

∆ϕ = −4πρ, ∆A = −4π

c
j

è ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ ρ(r), j(r) èìåþò ðåøåíèÿ (1.15), (4.11):

ϕ(r) =
∫

ρ(r ′)dV ′

R(r, r ′)
, A(r) =

1
c

∫
j(r ′)dV ′

R(r, r ′)
,

ãäå R(r, r ′) = |r− r ′|.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ôóíêöèé j(r, t), ρ(r, t), çàâèñÿ-

ùèõ îò âðåìåíè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (13.5), (13.6) èìåþò àíàëîãè÷íóþ
ñòðóêòóðó

A(r, t) =
1
c

∫
1

R(r, r ′)
j
(
r ′, t− R(r, r ′)

c

)
dV ′, (13.7)

ϕ(r, t) =
∫

1
R(r, r ′)

ρ

(
r ′, t− R(r, r ′)

c

)
dV ′ (13.8)

ñ òåì ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî òîêè è çàðÿäû ýëåìåíòà îáúåìà
dV ′ â òî÷êå íàáëþäåíèÿ r ñêàçûâàþòñÿ ñ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì
ïî âðåìåíè, ðàâíûì âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîâûì ñèãíàëîì ðàññòî-
ÿíèÿ R(r, r ′) = |r − r ′|. (Âàæíî îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî
íàçâàííîå âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ ïðè çàäàííîì r çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ.) Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ (13.7), (13.8) íàçûâàþòñÿ çàïàç-
äûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ ñîîòíîøåíèé, íà÷àâ ñ ïîñëåäíåãî.
Äëÿ ýòîãî âñå ïðîñòðàíñòâî ìûñëåííî ðàçîáüåì íà áåñêîíå÷íî ìàëûå
ó÷àñòêè è îïðåäåëèì ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì, íàõîäÿùèìñÿ â îäíîì
èç òàêèõ ýëåìåíòîâ îáúåìà. Âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ïîëíîå
ïîëå áóäåò ðàâíî ñóììå ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ âñåìè òàêèìè ýëåìåíòàìè.

Ðàññìîòðèì çàðÿä de(t), íàõîäÿùèéñÿ â ýëåìåíòå dV ′ ñ ðàäèóñîì-
âåêòîðîì r ′. Ïîìåñòèâ íà÷àëî âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â
ýòó òî÷êó, ìîæåì çàïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà â âèäå

ρ(R, t) = de(t)δ(R), R = r− r ′.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà îò ýòîãî çàðÿäà èìååò âèä

∆ϕ− 1
c2

∂2ϕ

∂t2
= −4πde(t)δ(R).

www.phys.nsu.ru



252 Ãëàâà 13. Èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
Âåçäå, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, δ(R) = 0, ïîýòîìó

∆ϕ− 1
c2

∂2

∂t2
= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ϕ(R, t) òîëüêî ðàäèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû è âðåìå-
íè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò âèä

1
R

∂2

∂t2
(Rϕ)− 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= 0

(çäåñü ïðèâû÷íûé ðàäèàëüíûé îïåðàòîð â ëàïëàñèàíå çàìåíåí íà òîæ-
äåñòâåííûé åìó îïåðàòîð ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé). Îòñþäà âèäíî, ÷òî
äëÿ íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè

χ(R, t) = Rϕ(R, t)

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
∂2χ

∂R2
− 1

c2

∂2χ

∂t2
= 0

îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (7.9) ñ îáùèì ðåøåíèåì

χ(R, t) = f1(R− ct) + f2(R + ct),

ãäå f1, f2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îíè îïèñûâàþò âîëíû, áåãóùèå
îò öåíòðà (ðåøåíèå f1) è âîëíû, áåãóùèå ê öåíòðó (f2). Èç ïðèíöèïà
ïðè÷èííîñòè ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ âîëí, ïîðîæäåííûõ
çàðÿäîì de(t), äîëæíî áûòü f2 ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåçäå, êðîìå íà÷àëà
êîîðäèíàò, èñêîìûé ïîòåíöèàë èìååò ðåøåíèå

ϕ(R, t) =
χ(t−R/c)

R
, (13.9)

ãäå χ(t) � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åå íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê,
÷òîáû ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïèñûâàëî ðåøåíèå òàêæå è â íà÷àëå êî-
îðäèíàò. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè R → 0 ïîòåíöèàë äîëæåí ñòðå-
ìèòüñÿ ê êóëîíîâñêîìó ïîòåíöèàëó îò òî÷å÷íîãî çàðÿäà de(t), ò. å. ïðè
R → 0 ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä de(t)/R1. Ñëåäîâàòåëüíî, χ(t) = de(t),
è ñîîòíîøåíèå (13.9) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(R, t) =
de(t−R/c)

R
.

1Ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó ñì Ëàíäàó-Ëèôøèö ¾Òåîðèÿ ïîëÿ¿, � 62.
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì de(t) = ρ(r ′, t)dV ′ ðåøåíèå (13.8) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïî-
òåíöèàëà ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì ýëåìåíòàð-
íûì çàðÿäàì.

Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (13.7) äëÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëà ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷åí.

13.3. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ çàïàç-
äûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ

1. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè â ýëåêòðîñòàòèêå è ìàãíèòî-
ñòàòèêå, ðåøåíèÿìè (13.7), (13.8) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïîòåíöèàëîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çà-
ðÿäîâ, çàíèìàþùèõ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Îãðàíè÷èìñÿ
âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì è ïîñòàâèì çàäà÷ó âûðàçèòü A(r, t) ÷åðåç èçìå-
íÿþùèåñÿ âî âðåìåíè äèïîëüíûå è êâàäðóïîëüíûå ìîìåíòû ñèñòåìû.
Äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèå R è ìíîæèòåëü 1/R, âõîäÿùèå â ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå (13.7), ïðèìåì â âèäå ðàçëîæåíèé

R = r − (n · r ′), 1
R

=
1
r

+
(n · r ′)

r2
(n =

r
r
) (13.10)

ñ óäåðæàíèåì ïåðâûõ ìàëûõ äîáàâîê, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìàëîìó ïàðà-
ìåòðó a/r (a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñèñòåìû). Âòîðîé ñîìíîæèòåëü ñ
ââåäåíèåì íåêîòîðîãî åäèíîãî äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îáüåì÷èêîâ dV ′

õàðàêòåðíîãî ìîìåíòà âðåìåíè

t′ = t− r

c
(13.11)

ïåðåïèøåì â âèäå

j(r ′, t− R

c
) = j(r ′, t− r

c
+

n · r ′
c

) = j(r ′, t′ +
n · r ′

c
). (13.12)

Ïðèìåì âàæíîå äîïóùåíèå, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ T èçìåíåíèÿ ïëîò-
íîñòè òîêà j â ñèñòåìå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âåëè÷èíó a/c âðåìåíè,
íåîáõîäèìîãî ñâåòîâîìó ñèãíàëó äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà
ðàçìåðîâ ñèñòåìû, ò. å.

a

cT
¿ 1 (

a

λ
¿ 1). (13.13)
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Òîãäà ôóíêöèþ (13.12), ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ôóíêöèþ âðåìåíè, ðàçëî-
æèì â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè t′ è ñ óäåðæàíèåì ïåðâîé ìàëîé
äîáàâêè ïðåäñòàâèì â âèäå

j(r ′, t− R

c
) = j(r ′, t′ +

n · r ′
c

) = j(r ′, t′) +
∂j(r ′, t′)

∂t′
(n · r ′)

c
. (13.14)

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ (13.10), (13.14) â èíòåãðàë (13.7), ïîëó÷àåì

A(r, t) =
1
cr

{∫
j(r ′, t′)dV ′ +

1
r

∫
j(r ′, t′)(n · r ′)dV ′+

+
1
c

∂

∂t′

∫
j(r ′, t′) (n · r ′)dV ′

}
. (13.15)

Òåïåðü ïîä èíòåãðàëû ïëîòíîñòü òîêà âõîäèò â âèäå ôóíêöèè j(r ′, t′),
ãäå t′ (13.11) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé r ′. Â ýòîì ñîñòîèò îñíîâíîå óïðî-
ùåíèå, äîñòèãíóòîå áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (13.13), ïîçâîëèâøåìó ïåðåõîä
îò èíòåãðàëà (13.7) ê ðåçóëüòàòó (13.15). Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, à âòîðîå è òðåòüå � ìàëûå
äîáàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïàðàìåòðàì a/r ¿ 1 è a/λ ¿ 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

2. Âñïîìíèì, ÷òî â ìàãíèòîñòàòèêå ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ (13.15)
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, à èíòåãðàë, âõîäÿùèé âî âòîðîå è òðåòüå ñëà-
ãàåìûå, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû (ñì. � 4.8). Â ñëó-
÷àå ïåðåìåííûõ ïîëåé ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé â ãëàâå 4 è îñíîâàííûé
íà óñëîâèè divj = 0, íåïðèãîäåí. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñìûñëà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ ìûñëåííî îáðàòèìñÿ êî âñåì N òî÷å÷íûì çà-
ðÿäàì, ñîñòàâëÿþùèì ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Îáúåìíóþ ïëîòíîñòü
òîêà, ñîçäàâàåìóþ îäíèì äâèæóùèìñÿ çàðÿäîì ei, ðàäèóñ-âåêòîð êîòî-
ðîãî ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ri(t′), ïðåäñòàâèì â âèäå

j(r ′, t′) = ei vi δ[r ′ − ri(t′)] ( vi(t′) = dri(t′)/dt′ ). (13.16)

Òîãäà
∫

j(r ′, t′)dV ′ = ei vi(t′), à èíòåðåñóþùèé íàñ ïåðâûé èç èíòåãðà-
ëîâ (13.15) ñâîäèòñÿ ê ñóììå, ðàâíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äèïîëüíîãî
ìîìåíòà ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t′

∫

V

j(r′, t′)dV ′ =
N∑

i=1

ei vi(t′) =
d

dt′

N∑

i=1

ei ri(t′) = ḋ(t′).
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Òàêèì îáðàçîì, ∫

V

j(r′, t′)dV ′ = ḋ(t′). (13.17)

Âòîðîé èç èíòåãðàëîâ (13.15) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13.16) äàåò

1
c

∫

V

j(r ′, t′)(n · r ′)dV ′ =
1
c

N∑

i=1

ei vi(t′)(n · r ′(t′)). (13.18)

Ñóììó â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàãíèòíûé è
êâàäðóïîëüíûé ìîìåíòû ñèñòåìû, ïðîäåëàâ äëÿ ýòîãî íåñêîëüêî èñêóñ-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîèçâåäåíèÿ vi(t′)(n · r ′). Âî-ïåðâûõ, ïåðå-
ïèøåì åãî â âèäå

vi(t′)(n · ri(t′)) =
d

dt′
[ri(t′)(n · ri(t′)]− ri(t′)(n · vi(t′)). (à)

Âî-âòîðûõ, ðàññìàòðèâàåìóþ âåëè÷èíó ðàçîáüåì íà äâå ðàâíûå ïîëî-
âèíêè, îäíó èç êîòîðûõ âîçüìåì â âèäå (à):

vi(n · ri) =
1
2

vi(n · ri) +
1
2

d

dt′
[ri(n · ri)]− 1

2
ri(n · vi).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïîä÷åðêíóòûå ñëàãàåìûå îáúåäèíÿþòñÿ â òðîéíîå
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, è â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû ïðèìåì

vi(t′)(n · ri(t′)) =
[
1
2

[ri(t′)× vi(t′)]× n
]

+
1
2

d

dt′
[ri(t′)(n · ri(t′))]. (á)

È, íàêîíåö, ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (à) èíòåãðàë (13.18) ïðèìåò
çíà÷åíèå

1
c

∫

V

j(r ′, t′)(n · r ′)dV ′ =

[
1
2c

N∑

i=1

ei [ ri(t′)× vi(t′) ]× n

]
+

+
1
2c

d

dt′

N∑

i=1

ei ri(t′)(n · ri(t′) ).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü [m×n], à âòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(1/2c)Q̇(t′), ãäå Q åñòü âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

Qα = Qαβ nβ , Qαβ =
∑

exαxβ − òåíçîð êâàäðóïîëüíûõ ìîìåíòîâ.
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Èòàê,

1
c

∫

V

j(r′, t′)(n · r′)dV ′ = [m(t′)× n] +
1
2c

Q̇(t′),

à âåêòîð-ïîòåíöèàë (13.15), ñîñòàâëåííûé èç òðåõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèïîëüíîìó, ìàãíèòíî-äèïîëüíîìó è êâàäðóïîëüíîìó
ìîìåíòàì ñèñòåìû çàðÿäîâ, èìååò âèä

A(r, t) =
ḋ(t′)
cr

+
(

[m(t′)× n]
r2

+
[ṁ(t′)× n]

cr

)
+

1
2c

(
Q̇(t′)

r2
+

Q̈(t′)
cr

)
.

(13.19)
3. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàãíèòíî-äèïîëüíûé è êâàäðóïîëüíûé

÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà êàæäûé ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Òîëü-
êî â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì îíè óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (óðàâíåíèþ (13.5) ïðè j = 0) è ïðèãîäíû äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïîëåé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå r À a.2 Îáû÷íî èñïîëüçóåìûå
ðàçëîæåíèÿ ñ óäåðæàíèåì òîëüêî ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â êàæäîé ñóììå
òàêóþ çàäà÷ó íå ðåøàþò. Îíè ïðèìåíèìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé âäàëè
îò èñòî÷íèêà è âû÷èñëåíèÿ óãëîâîé è ïîëíîé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ,
ïîñêîëüêó íåó÷èòûâàåìûå ñëàãàåìûå ñ ðàññòîÿíèåì ñïàäàþò êàê 1/r2 è
íà õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ âëèÿíèÿ íå îêàçûâàþò.

4. Â ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû âõîäèò
÷åðåç âåêòîð Q, ñâÿçàííûé ñ òåíçîðîì Qαβ . Îáû÷íî â êà÷åñòâå òåíçîðà
êâàäðóïîëüíûõ ìîìåíòîâ èñïîëüçóþò

Dαβ =
∑

e(3xαxβ − r2δαβ) = 3Qαβ −
∑

e r2δαβ

(ñì. � 1.12). Ïîýòîìó â ôîðìóëàõ (13.19) âìåñòî Q òàêæå ââåäåì íîâûé
âåêòîð D (Dα = Dαβnβ), ñâÿçàííûé ñ Q ñîîòíîøåíèåì

D(t′) = 3Q(t′)−
N∑

i=1

eir
2
i (t′)n,

è òîãäà êâàäðóïîëüíûé ÷ëåí â âûðàæåíèè A(r, t) ïðåâðàòèòñÿ â

1
6c

(
Ḋ(t′)

r2
+

D̈(t′)
cr

)
.

2Çàìå÷àíèå î ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â � 14.2.
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Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âåêòîðîâ d è m, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó çàðÿäîâ è çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè, âåêòîð
D (êàê è Q) çàâèñèò òàêæå îò íàïðàâëåíèÿ n íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ è
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì D(n, t). Íî, ñëåäóÿ òðàäèöèè,
â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ è íèæå ýòîò ôàêò íå âûäåëÿåòñÿ, è, ÷òîáû
ïðèäàòü âñåì ñëàãàåìûì â ôîðìóëàõ (13.19), (13.20) åäèíîîáðàçèå, âìå-
ñòî Q(n, t′),D(n, t′) âûïèñûâàþòñÿ ¾óêîðî÷åííûå¿ ñèìâîëû Q̇(t′), Ḋ(t′).
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì âåðõíèå òî÷êè íàä ñèìâîëàìè ñëåäóåò ïîíèìàòü
êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

Ïðè ïåðåõîäå ê âåêòîðó D ìû âíåñëè â âåêòîð-ïîòåíöèàë èñêóññòâåííóþ âåê-
òîðíóþ äîáàâêó, èìåþùóþ ñòðóêòóðó

r

r

"
f(t′)
r2

+
ḟ(t′)
cr

#
,

ãäå f(t′) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òàêàÿ îïåðàöèÿ âëèÿíèå íà ïîëÿ íå îêàçûâàåò,
ïîñêîëüêó ðîòîð ýòîé äîáàâêè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Êðîìå òîãî, îíà óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîðîäíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæå-
íèÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëà èìååò âèä

A(r, t) =
ḋ(t′)
cr

+
(

[m(t′)× n]
r2

+
[ṁ(t′)× n]

cr

)
+

1
6c

(
Ḋ(t′)

r2
+

D̈(t′)
cr

)
.

(13.20)
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ê ïîäîáíîìó ðàçëîæåíèþ îáû÷íî íå ïðèáå-
ãàþò. Ïî íàéäåííîìó A(r, t), ïðè íåîáõîäèìîñòè, ôóíêöèþ ϕ(r, t) ïðîùå
âñåãî îïðåäåëèòü íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèÿ êàëèáðîâêè (13.4).

Â çàêëþ÷åíèå ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâå-
äåííîãî ðàçëîæåíèÿ, êðîìå óñëîâèÿ a/r ¿ 1, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
ãëàâíîãî òðåáîâàíèÿ (13.13). Åãî ìîæíî çàïèñàòü è â äðóãîì âèäå, çà-
ìåòèâ, ÷òî T ∼ a/v, åñëè v åñòü ïîðÿäîê âåëè÷èíû ñêîðîñòè çàðÿäîâ.
Èç óñëîâèÿ (13.13) òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

v

c
¿ 1, (13.21)

ò. å. ñêîðîñòè çàðÿäîâ äîëæíû áûòü ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà.
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13.4. Ïðèìåðû ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé

îò ãàðìîíè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ

Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèåì (13.20), ÷òîáû íàéòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå îò äâóõ ïðîñòåé-
øèõ ñèñòåì çàðÿäîâ, ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè.

1. Ïîëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòå-
ìà, îáëàäàþùàÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì ñ íåèçìåííûì íàïðàâëåíèåì3

d(t) = d0e
−iωt,

äëÿ êîòîðîé âåêòîð-ïîòåíöèàë èìååò âèä

A(r, t) = − iω

cr
d0 e−iωt′ = −ik d0

1
r

ei(kr−ωt).

Îòñþäà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

B(r, t) = rotA = −ik

[
grad(

1
r

eikr)× d0

]
e−iωt

ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, êîòîðîå â ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, α), ïðèâÿçàííîé ê âåêòîðó d0 (ðèñ. 13.1),
èìååò âèä

B(r, θ, t) = −k3 d0
1
kr

(1 +
i

kr
) sin θ ei(kr−ωt)eα. (13.22)

Òî åñòü ìàãíèòíîå ïîëå îñåñèììåòðè÷íî è èìååò òîëüêî àçèìóòàëü-
íóþ α-ñîñòàâëÿþùóþ. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå èç óðàâíåíèÿ
rotB̂ = (−iω/c) Ê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà òàêæå âûïèøåì:

Er = −k3 d0
2

k2r2
(i− 1

kr
) cos θ ei(kr−ωt),

Eθ = −k3 d0
1
kr

(1 +
i

kr
− 1

k2r2
) sin θ ei(kr−ωt),

Eα = 0.

(13.23)

3Ïîëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèïîëåé d̂e−iωt, m̂e−iωt ïîëó÷åíû â � 13.6.
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z

0

eα
-

r
eθ
-

θ

er
-

d0
-

Ðèñ. 13.1

(Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ E � ÷åðåç âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé
ïîòåíöèàëû � óêàçàí íèæå â óïðàæíåíèè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âû-
ïîëíåíèÿ.)

Çäåñü ìû âïåðâûå ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì
õàðàêòåðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò åãî èñòî÷íè-
êà. Â ÷àñòíîñòè, òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
äàííîãî â � 6.5 ïîëóèíòóèòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ çîíû ïðèìåíèìîñòè êâà-
çèñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ êàê îáëàñòè âîêðóã èñòî÷íèêà, ðàçìåðû
êîòîðîé íàìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè kr ¿ 1 (ò. å.
r ¿ λ) ñëàãàåìûìè 1/kr, 1/k2r2 â ôîðìóëàõ (13.23) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïî ñðàâíåíèþ ñ 1/k3r3 è ïîëàãàòü exp (ikr) ≈ 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëå E
ïðèîáðåòàåò âèä

E = (d0/r3)(2 cos θ er + sin θ eθ) e−iωt,

ñîâïàäàþùèé ñ
E =

3(n · d0)n− d0

r3
e−iωt,

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàòè÷åñêîìó ýëåêòðè÷å-
ñêîìó ïîëþ îò äèïîëÿ d0e

−iωt. Ìàãíèòíîå ïîëå (13.22) â ýòîì ïðèáëè-
æåíèè îòñóòñòâóåò.

Íà ðàññòîÿíèÿõ r À λ, kr À 1 (êàê ãîâîðÿò, â âîëíîâîé çîíå), ÷ëå-
íàìè 1/k2r2, 1/k3r3 â ôîðìóëàõ (13.22), (13.23) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è
ïîëó÷èòü ïîëÿ

Bα = −k2 d0

r
sin θ ei(kr−ωt),

Eθ = −k2 d0

r
sin θ ei(kr−ωt),
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ëîêàëüíî (â ìàëûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà) ïðåäñòàâëÿþùèå ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííóþ ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, áåãóùóþ â ðàäè-
àëüíîì íàïðàâëåíèè, ñ ïëîñêîñòüþ ïîëÿðèçàöèè, ñîâïàäàþùåé ñ ìåðå-
äèàíàëüíîé ïëîñêîñòüþ.

Â îáëàñòè r ∼ λ, kr ∼ 1 (òàê íàçûâàåìàÿ áëèæíÿÿ çîíà) ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå èìååò ïðîìåæóòî÷íûé õàðàêòåð. Çäåñü, êðîìå Eθ, Bα, ñî-
õðàíÿåòñÿ åùå ïðîäîëüíàÿ r-êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íå ñâîé-
ñòâåííàÿ âîëíå, áåãóùåé â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Óïðàæíåíèå.Îïðåäåëèâ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë èç óñëîâèÿ êàëèáðîâ-
êè (13.4) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà

divÂ− ik ϕ̂ = 0,

âûðàçèòü ïîëå E ÷åðåç ïîòåíöèàëû è óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîð-
ìóë (13.23).

2. Ïîëå îñåñèììåòðè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êâàäðóïîëÿ. Òåí-
çîð êâàäðóïîëüíûõ ìîìåíòîâ Dα,β îñåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû èìååò îò-
ëè÷íûå îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû, êîòîðûå çàïèøåì â âèäå

D11(t) = D22(t) = D0 e−iωt, D33(t) = −2D0 e−iωt.

Òîãäà äëÿ âåêòîðà D (Dα = Dα,βnβ), âõîäÿùåãî â êâàäðóïîëüíûé ïî-
òåíöèàë, ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò

D = D11nx ex + D22ny ey + D33nz ez = D0(n− 3 cos θ ez) e−iωt,

ñîäåðæàùèé ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû θ òî÷êè íàáëþäåíèÿ. À
ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð-ïîòåíöèàë áóäåò

A(r, t) =
D0

6c

(
− iω

r2
− ω2

cr

)
(n− 3 cos θ ez) ei(kr−ωt).

Ïðè âû÷èñëåíèè rotA ñëàãàåìîå n â ïîñëåäíåé ñêîáêå âûïàäàåò, è

B(r, t) =
3D0

6c
rot

[(
iω

r2
+

ω2

cr

)
eikr cos θ ez

]
e−iωt =

=
3D0

6c

[
grad

(
(
iω

r2
+

ω2

cr
) eikr cos θ

)
× ez

]
e−iωt

ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèîáðåòàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

B(r, t) = i
k4D0

6
1
kr

(
1 +

3i

kr
− 3

k2r2

)
(−3 sin θ cos θ) ei(kr−ωt) eα. (13.24)
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Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ E(r, t) îò ðàññìàòðèâàåìîãî êâàäðóïîëÿ
çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ïîëÿ â âîëíîâîé çîíå î÷åâèäíû è ðàâíû

Bα(r, θ, t) = Eθ(r, θ, t) = −i
k3 D0

2
sin θ cos θ

1
r

ei(kr−ωt).

13.5. Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîð-ïîòåíöèàëà (13.20) äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñèñòåìà îáëàäàåò äâóìÿ õàðàêòåð-
íûìè ðàçìåðàìè. Îäèí èç íèõ a îïðåäåëÿåò ïðîòÿæåííîñòü ñèñòåìû,
à äðóãîé åñòü õàðàêòåðíàÿ äëèíà λ èçëó÷àåìîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû, ïðè÷åì ðàçëîæåíèå (13.15) ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(13.13) a ¿ λ.

Íà îáëàñòü íàáëþäåíèÿ ïîêà íàëîæåíî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå:
ðàññòîÿíèå îò ñèñòåìû äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ

r À a. (13.25)
×òî êàñàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó r è λ, òî îíî ïðîèçâîëüíî: r ìîæåò
áûòü íå òîëüêî áîëüøå, íî è ìåíüøå λ, ëèøü áû âûïîëíÿëîñü óñëî-
âèå (13.25). Ïðè ýòîì îáëàñòü íàáëþäåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
r ¿ λ, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè, â êîòîðîé ÿâëåíèÿ çà-
ïàçäûâàíèÿ íåñóùåñòâåííû. Åñëè ðàññòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
r ≤ λ, îáëàñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áëèæíÿÿ çîíà. Çäåñü ÿâëåíèå çà-
ïàçäûâàíèÿ óæå ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîëíîé ìåðå, íî è õàðàêòåðíûå ÷åðòû
êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ åùå ñîõðàíÿþòñÿ. Òîëüêî â äàëåêîé îáëàñòè,
êîãäà ðàññòîÿíèÿ r âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ò. å.

r À λ (13.26)

(âîëíîâàÿ çîíà), ïîëå èçëó÷åíèÿ ñôîðìèðîâàíî è â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ëþáîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ âîëíó, óõîäÿùóþ îò èñòî÷íèêà. Â ïëîñêîé âîëíå ïîëÿ B è E âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì E = [B×n].
Ïîñêîëüêó B = rotA, òî äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â âîëíîâîé çîíå äîñòàòî÷íî çíàíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.

Íà÷íåì ñ ãëàâíîãî, äèïîëüíîãî, ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ

A(r, t) = (1/cr)ḋ(t− r/c).
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîòîðà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ (1/cr) íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ îò àðãóìåíòà t′ = t − r/c, ïî-
òðåáóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò

rot ḋ(t− r/c) = [grad (t− r/c)× d̈(t− r/c)] = −(1/c)[n× d̈(t− r/c)].

Ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷èì

B(r, t) =
[ d̈(t′)× n ]

c2 r
+

[ ḋ(t′)× n ]
c r2

. (13.27)

Èìååì, ÷òî íà ðàññòîÿíèÿõ r À a ïîëå B, âñþäó ïåðïåíäèêóëÿðíîå âåê-
òîðó n, ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå, ñïàäàþùåå ñ ðàññòîÿíèåì
êàê 1/r, îáåñïå÷èâàåò, êàê ïîêàçàíî íèæå, îòëè÷íûé îò íóëÿ ïîòîê ýíåð-
ãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ñîçäàåò èçëó÷åíèå.
Âòîðûì ñëàãàåìûì, çàòóõàþùèì ∼ 1/r2, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, à íà ðàññòîÿíèè r ∼ λ (áëèæíÿÿ çîíà) îíè îäèíàêîâû
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó d̈ ∼ ḋ/T, òî

B1 =
d̈

c2 r
∼ ḋ

cr cT
, B2 ∼ ḋ

c r2

è äëÿ èõ îòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

B1

B2
∼ r

λ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðàññòîÿíèÿõ r À λ (âîëíîâàÿ çîíà) èìååì

B(r, t) =
[ d̈(t′)× n ]

c2 r
, E(r, t) = [B(r, t)× n], (13.28)

ò. å. ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî âñå ôîðìóëû ïîäîáíîé ñòðóê-
òóðû îïðåäåëÿþò ïîëå èçëó÷åíèÿ â òî÷êå r â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åðåç
õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷àþùåé ñèñòåìû â ìîìåíò t′. Âðåìÿ t′ ìîæíî íà-
çâàòü âðåìåíåì èçëó÷åíèÿ, à t � ñîîòâåòñòâóþùèì âðåìåíåì ïðèåìà
ýòîãî èçëó÷åíèÿ íà ðàññòîÿíèè r îò èñòî÷íèêà, ïðè÷åì t = t′ + r/c.

Èçëó÷àåìàÿ ñèñòåìîé ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà óíîñèò ñ ñîáîé îïðå-
äåëåííóþ ýíåðãèþ. Ïîòîê ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà,
ðàâíûì

S =
c

4π
B2 n,
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à èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ (ñì. ðèñ. 13.2,
ãäå çàòåíåííûé ðîìáèê ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èçëó÷àþùóþ ñè-
ñòåìó), ò. å. ïîòîê ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé ÷åðåç ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè
ds = r2 dΩ çà åäèíèöó âðåìåíè,

dJ = Sds =
c

4π
B2 r2 dΩ. (13.29)

Òàê êàê ïîëå B (13.28) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t′ ìåíÿåòñÿ êàê
1/r, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ïëîùàäêó, îïèðàþùóþ-
ñÿ íà ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ, â êàæäûé ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò
t = t′ + r/c íå çàâèñèò îò r. Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èí-
òåíñèâíîñòè äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

dJ
∣∣
t
=

1
4πc3

[ d̈(t′)× n ]2dΩ =
d̈ 2(t′)
4πc3

sin2 θ dΩ, (13.30)

ãäå θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè d̈(t′) è n. Òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå èç-
ëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì îñåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðà d̈(t′), çàäàåòñÿ ìíîæèòåëåì sin2 θ è âèçóàëüíî õàðàêòåðèçóåòñÿ
äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè, (ðèñ. 13.3). Çàìåòèì, ÷òî èçëó÷åíèå ìàê-
ñèìàëüíî â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó d̈(t′), à â íàïðàâëåíèè
ýòîãî âåêòîðà ðàâíî íóëþ.

d
-..
(t’) dΩ

S
-

θ

ds

d
_..
(t‘)

E
__

B
__

n
__

Ðèñ. 13.2 Ðèñ. 13.3
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Ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ

J
∣∣
t
=

2
3

d̈ 2(t′)
c3

(13.31)

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (13.30)
ïî âñåì òåëåñíûì óãëàì

J =
∫

dJ =
d̈ 2(t′)
4πc3

∫ π

0

sin2 θ 2π sin θdθ.

Åñëè èçëó÷àþùåé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé òî÷å÷íûé çàðÿä,
äâèæóùèéñÿ âî âíåøíåì ïîëå, òî d(t′) = er(t′), d̈(t′) = ew(t′), ãäå w �
óñêîðåíèå, è âûðàæåíèå (13.31) ïðèíèìàåò âèä

J
∣∣
t
=

2
3

e2w2(t′)
c3

. (13.32)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ çàðÿäà îïðå-
äåëÿåòñÿ êâàäðàòîì óñêîðåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (13.30), (13.31) õàðàêòåðèçóþò ìãíîâåííûå
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ìîìåíò t, ñîîòâåòñòâóþùèé âðåìåíè èçëó÷å-
íèÿ t′. Äëÿ ñèñòåìû, ìåíÿþùåéñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ d(t) =
= d̂e−iωt, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî ïåðèîäó

< J > =
ω4

3 c3
| d̂ |2.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

<
dJ

dΩ
> =

ω4

8πc3
| [ d̂× n ] |2

è òîëüêî â ñëó÷àå äèïîëüíîãî ìîìåíòà d0 e−iωt ñ íåèçìåííûì íàïðàâ-
ëåíèåì

<
dJ

dΩ
> =

d 2
0 ω4

8πc3
sin2 θ

îïèñûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì sin2 θ.
Ñëó÷àé âðàùàþùåãîñÿ äèïîëÿ ìû ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà,

äåìîíñòðèðóþùåãî äðóãóþ äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòè, êîòîðàÿ âïî-
ñëåäñòâèè íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íàïðàâëåííîñòüþ èçëó÷å-
íèÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà íà êðóãîâîé îðáèòå.
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Ïðèìåð 1. Èçëó÷åíèå çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îð-

áèòå. Ïóñòü e, a, Ω � âåëè÷èíà çàðÿäà, ðàäèóñ îðáèòû è óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 13.4 ), ïðè÷åì v = aΩ ¿ 1 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (13.21) ïðèìåíèìîñòè äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òîãäà
dx = d0 cosΩt, dy = d0 sinΩt, ò. å.

d(t) = d̂e−iΩt, d̈(t) = −Ω2 d̂e−iΩt, d̂ = d0(ex + iey), d0 = ea.

Ïî ôîðìóëå (13.28) èìååì

B(r, t) = B̂(r)e−iΩt, B̂(r) = −Ω2

c2
[ d̂× n ]

1
r

eiΩr/c,

à óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü (13.29) ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè

<
dJ

dΩ
> =

c

8π
| B̂(r) |2 r2 =

Ω4

8πc3
| [ d̂× n ] |2.

Ïîñêîëüêó óñðåäíåííàÿ èíòåíñèâíîñòü îñåñèììåòðè÷íà, â êà÷åñòâå n
ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ëþáîãî ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç íà÷à-
ëà êîîðäèíàò è ñîñòàâëÿþùåãî óãîë θ ñ îñüþ z. Âûáåðåì, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, ëó÷, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè xz, äëÿ êîòîðîãî n = sin θex +cos θez.
Òîãäà

[ d̂× n ] = d0(i cos θex − cos θey − i sin θez), | [ d̂× n ] |2 = d 2
0 (1 + cos2 θ).

Ñëåäîâàòåëüíî,
<

dJ

dΩ
> =

d 2
0 Ω4

8πc3
(1 + cos2 θ), (13.33)

à ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü

< J > =
2d 2

0 Ω4

3 c3
.

Äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè óñðåäíåííîãî èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç îñü ñèììåòðèè, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13.5

Òîò ôàêò, ÷òî çàðÿä âäâîå áîëüøå èçëó÷àåò â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè,
÷åì â ïëîñêîñòè îðáèòû, îáúÿñíÿåòñÿ èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû
çà ïåðèîä âðàùåíèÿ. Äëÿ íàïðàâëåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè îðáèòû, óñêî-
ðåíèå çàðÿäà â êàæäîé òî÷êå ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó íàïðàâëåíèþ è, ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ëþáîé òî÷êè îðáèòû èçëó÷åíèå â äàííîì íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíî. Äëÿ
íàïðàâëåíèÿ n, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè îðáèòû, íàîáîðîò, òîëüêî èç äâóõ íåáîëüøèõ
ó÷àñòêîâ îðáèòû èçëó÷åíèå â äàííîì íàïðàâëåíèè èñõîäèò ïî÷òè ìàêñèìàëüíî, à
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0
Ωt

w-

x

y

e

z

Ðèñ. 13.4 Ðèñ. 13.5

èç äðóãèõ ó÷àñòêîâ èçëó÷åíèå â äàííîì íàïðàâëåíèè ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî ïî÷òè
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 2. Âðåìÿ ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ àòîìíîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Èçëó÷àþùèé àòîì ïðåäñòàâèì â âèäå çàòóõàþùåãî îñöèëëÿ-
òîðà ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì

d(t) = ex(t), x(t) = X(t) cos ωt,

â êîòîðîì õàðàêòåðíîå âðåìÿ τ èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû X(t) íàìíîãî
áîëüøå ïåðèîäà êîëåáàíèé:

τ À 2π/ω (1)

(ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ïîäòâåðäèò ýòî óñëîâèå). Ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà

W =
kX2

2
=

mω2
0

2
X2

îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé X è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ω0, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþùåé ñ ω. Íî â óñëîâèÿõ (1) ðàçíèöåé ìåæäó
ω0 è ω ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à â êà÷åñòâå d̈(t) ïðèíÿòü

d̈(t) = −eω2X(t) cos ωt.

Òîãäà óñðåäíåííàÿ çà ïåðèîä êîëåáàíèé èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ

< J > =
1
2

2
3

< d̈ 2 >

c3
=

1
3

e2ω4

c3
X2(t),
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è èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

dW

dt
= − < J >

ïðè óñëîâèè ω = ω0 ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå
d

dt
X2 = −2

3
e2

mc3
ω2X2

(e,m � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà). Îòñþäà äëÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé è
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ñëåäóþò ðåøåíèÿ

X2(t) = X2(0) e−t/τ (ò. å. x(t) = x0e
−t/2τ cos ωt),

W (t) = W (0) e−t/τ ,
(2)

ãäå èñêîìîå âðåìÿ ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

τ =
3mc3

2e2ω2
. (13.34)

Äëÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà íà ÷àñòîòå ω = 4 ·1015c−1, ñîîòâåòñòâóþùåé
äëèíå âîëíû λ = 0,5 · 10−4ñì, îòñþäà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå

τ ' 10−8c,

ïîäòâåðæäàþùåå ïðèíÿòîå óñëîâèå (1).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðèìåðà îáðàòèìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ çà-

òóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà
ẍ + 2γẋ + ω2

0x = 0 (3)

è åãî ðåøåíèþ
x(t) = x0e−γt cos ωt, ω =

q
ω2

0 − γ2.

Âèäíî, ÷òî åñëè çàòóõàíèå îñöèëëÿòîðà îáóñëîâëåíî òîëüêî èçëó÷åíèåì, êàê â ðå-
øåíèè (2), òî â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (3) íåîá-
õîäèìî ïðèíÿòü γ = 1/2τ, à ÷àñòîòà êîëåáàíèé è ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ω =
q

ω2
0 − (1/2τ)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíÿòîå ó íàñ óñëîâèå ω = ω0 îïðàâäàííî.

13.6. Ìàãíèòíî-äèïîëüíîå è êâàäðóïîëüíîå
èçëó÷åíèÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå, îáóñëîâëåííîå ñëåäóþùèìè ìàãíèòíî-
äèïîëüíûì è êâàäðóïîëüíûì ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöè-
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àëà (13.20). Âêëàä â èçëó÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûìè ñëàãàåìûìè êàæ-
äîãî èç íàçâàííûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (îíè íà áåñêîíå÷íîñòè ñïàäàþò
êàê 1/r.) Ýòè ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè äîáàâêàìè, ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè îòíîøåíèþ a/λ, è ïîýòîìó èõ âêëàä â èçëó÷åíèå, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äèïîëüíûì. Íî îíè ñòàíîâÿòñÿ ãëàâíûìè,
êîãäà äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû ðàâåí íóëþ è äèïîëüíîå èçëó÷åíèå
âîîáùå îòñóòñòâóåò.

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ìàãíèòíî-äèïîëüíîìó èçëó÷åíèþ, ïðåäâà-
ðèòåëüíî óñòàíîâèì îïðåäåëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëÿìè îò ýëåê-
òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî äèïîëåé. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ôóðüå-ñîñòàâëÿþ-
ùèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íà ïðîèçâîëü-
íîé ÷àñòîòå ω, d̂e−iωt, m̂e−iωt è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ,
ïîìåòèâ èõ ïîäîáàþùèìè íèæíèìè èíäåêñàìè.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ ìàãíèòíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(13.27), êîòîðàÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

B̂d(r) =

(
− iω

c

d̂× n
r2

− ω2

c2

d̂× n
r

)
eikr = −

(
k2

r
+

ik

r2

)
[d̂× n] eikr.

(13.35)
Ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Êd(r) =

= (i/k)rot B̂d(r) è, ñëåäîâàòåëüíî,

Êd(r) = rot

(
(

1
r2
− ik

r
) eikr[d̂× n]

)
. (13.36)

Âåêòîð-ïîòåíöèàë (13.20) ìàãíèòíîãî äèïîëÿ m̂e−iωt õàðàêòåðèçóåòñÿ
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé

Âm(r) =
(

m̂× n
r2

− iω

c

m̂× n
r

)
eikr =

(
1
r2
− ik

r

)
eikr [m̂× n],

è åé ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå

B̂m(r) = rot

(
(

1
r2
− ik

r
) eikr[m̂× n]

)
. (13.37)

Òîæäåñòâåííîñòü ñòðóêòóðû ôîðìóë (13.36), (13.37) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìàãíèòíîå ïîëå B̂m(r)e−iωt ìàãíèòíîãî äèïîëÿ m̂e−iωt ñîâïàäàåò ñ ýëåê-
òðè÷åñêèì ïîëåì ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ, çàìåíåííîãî íà m̂e−iωt. Ïî-
ñêîëüêó äàííîå ñîâïàäåíèå èìååò ìåñòî ïðè âñåõ ω, ïîëó÷åííîå ñîîò-
âåòñòâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàâèñèìîñòåé d(t) è m(t).
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Âû÷èñëåíèå ðîòîðà, âõîäÿùåãî â âûðàæåíèÿ (13.36), (13.37), äîñòà-

òî÷íî ãðîìîçäêî, ïîýòîìó âìåñòî âñåé öåïî÷êè âû÷èñëåíèé çäåñü âûïè-
øåì îäíó ïðîìåæóòî÷íóþ ôîðìóëó

rot[m× n] =
1
r

((m · n)n + m)

è òîëüêî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ äëÿ
êàæäîãî èç ïîëåé

B̂m(r) =
(

1
r3
− ik

r2

)
[3(m̂ · n)n− m̂] eikr + k2 [[n× m̂ ]× n]

1
r

eikr,

(13.38)

Êd(r) =
(

1
r3
− ik

r2

) [
3(d̂ · n)n− d̂

]
eikr + k2

[
[n× d̂ ]× n

] 1
r

eikr.

(Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ d̂ = d0 ñ íåèçìåííûì íàïðàâëåíèåì èç ïî-
ñëåäíåé ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ (13.23).) Ïåðâûå ñëàãàåìûå â
ñîîòíîøåíèÿõ (13.38), ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè ïðè kr ¿ 1, ñîâïàäàþò ñ
ïîëÿìè ñòàöèîíàðíûõ äèïîëåé. Âòîðûå ñëàãàåìûå, ãëàâíûå â âîëíîâîé
çîíå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèþ n.

Àíàëîãè÷íî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ ðàâíî âçÿòîìó
ñ îáðàòíûì çíàêîì ìàãíèòíîìó ïîëþ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ (çàìåíåí-
íîãî íà m̂(t)), ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñèììåòðèè óðàâíåíèé
rotÊ = ikB̂, rotB̂ = −ikÊ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (13.35) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

Êm(r) = k2

(
1 +

i

kr

)
[ m̂× n ] eikr/r,

B̂d(r) = −k2

(
1 +

i

kr

)
[ d̂× n ] eikr/r.

(13.39)

Èç óñòàíîâëåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
äèïîëåé, âûðàæàåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè (13.38), (13.39), ñëåäóåò, ÷òî êàê
óãëîâîå, òàê è ïîëíîå èçëó÷åíèå îáîèõ äèïîëåé îäèíàêîâû. Åäèíñòâåí-
íîå ðàçëè÷èå ïîëåé èçëó÷åíèÿ ñâÿçàíî ñ èõ ïîëÿðèçàöèåé.

Êâàäðóïîëüíîå èçëó÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì (13.20)
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

A(r, t) =
D̈(t′)
6c2 r

.
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Âû÷èñëåíèå rotA â äàííîì ñëó÷àå óñëîæíåíî òåì, ÷òî âåêòîð D, êàê
óæå îòìå÷àëîñü, çàâèñèò îò óãëîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ò.
å. îò âåêòîðà n. Íî äëÿ âîëíîâîé çîíû èçìåíåíèÿìè êàê ìíîæèòåëÿ
1/r, òàê è âåêòîðà n ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è âåêòîð-ïîòåíöèàë ñ÷èòàòü
ôóíêöèåé òîëüêî t′ = t− r/c :

A(r, t) = A(t− r/c).

Ïîýòîìó

B(r, t) = rotA(t− r

c
) = [ grad(t− r

c
)× Ȧ ] =

Ȧ× n
c

.

Ñëåäîâàòåëüíî, â âîëíîâîé çîíå ìàãíèòíîå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëÿ îò
êâàäðóïîëüíîãî ïîòåíöèàëà

B(r, t) =
...
D(t′)× n

6 c3 r
, E(r, t) = [B(r, t)× n ],

à óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

dJ

dΩ

∣∣
t
=

c

4π

| ...D(t′)× n |2
36 c6

(13.40)

è â îáùåì ñëó÷àå èìååò äîâîëüíî ñëîæíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó çäåñü ïðè-
âåäåì ðåçóëüòàò ëèøü äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà, äëÿ êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ (13.24), â âîëíîâîé çîíå ðàâíîå

B̂α(r, θ) = −i
k3D0

2
sin θ cos θ

1
r

eikr,

äàåò
<

dJ

dΩ
> =

c

32π
k6 D2

0 sin2 θ cos2 θ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ. 13.6.
z

Ðèñ. 13.6
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Åå ìàêñèìóìû ðàñïîëîæåíû ïðè θ = π/4 è θ = 3π/4. Ïîëíàÿ èíòåíñèâ-
íîñòü òàêîãî êâàäðóïîëÿ

< J > =
∫ π

0

<
dJ

dΩ
> 2π sin θdθ =

c

60
k6D2

0. (13.41)

Âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâå óãëîâîé èíòåíñèâíîñòè (13.40) ïîëíàÿ èíòåí-
ñèâíîñòü êâàäðóïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

J
∣∣
t
=

1
180 c5

...
D

2

αβ(t′), (13.42)

ïðåäóñìàòðèâàþùåé ñóììèðîâàíèå ïî α è β îò 1 äî 3 (âû÷èñëåíèÿ íå
ïðèâîäÿòñÿ). Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êâàäðóïîëÿ ñ

D11 = D22 = D0 e−iωt, D33 = −2D0 e−iωt

èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåì

< J >=
1

180 c5
ω6 1

2
(D2

0 + D2
0 + 4D2

0) =
c

60
k6 D2

0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì (13.41) íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.
Ïîäâåäåì èòîã. Ïîëíîå èçëó÷åíèå, îïèñûâàåìîå ìóëüòèïîëüíûì ðàç-

ëîæåíèåì (13.20), ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé

J
∣∣
t
=

2d̈ 2(t′)
3 c3

+
2m̈ 2(t′)

3 c3
+

1
180 c5

...
D

2

αβ(t′). (13.43)

Îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äèïîëüíûì, ìàãíèòíî-äèïîëüíûì è
êâàäðóïîëüíûì èçëó÷åíèÿìè.

13.7. Èçëó÷åíèå àíòåííû

Èç áîëüøîãî ìíîãîîáðàçèÿ àíòåíí äëÿ îáñóæäåíèÿ äàííîãî âîïðîñà
âûäåëèì ëèíåéíóþ àíòåííó ñ öåíòðàëüíûì âîçáóæäåíèåì, òàê íàçûâà-
åìóþ âèáðàòîðíóþ àíòåííó. Íà ðèñ. 13.7 ïîêàçàíà òàêàÿ àíòåííà, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé äâà ïðÿìûõ îòðåçêà ïðîâîäà ñ íåáîëüøèì çàçîðîì â
öåíòðå, íà êîòîðûé ïîäàåòñÿ âîçáóæäàþùåå íàïðÿæåíèå îò ñòîðîííåãî
èñòî÷íèêà.
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Ðèñ. 13.7

Â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à èçëó÷åíèÿ òàêîé àíòåííû ïîä äåéñòâè-
åì âíåøíåé ÝÄÑ (êàê è ëþáîé äðóãîé) äîëæíà çàêëþ÷àòüñÿ â îäíî-
âðåìåííîì îïðåäåëåíèè êàê ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â ýëåìåíòàõ àíòåííû,
òàê è âîçáóæäàåìîé àíòåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Íî îáû÷íî â
ðóêîâîäñòâàõ ïî ýëåêòðîäèíàìèêå ðàñïðåäåëåíèåì òîêà ïî àíòåííå, ïî
ñóòè çàäàþòñÿ, à çàòåì ïî èçâåñòíîìó òîêó íàõîäÿò ïîëå èçëó÷àåìîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû è äðóãèå ýëåêòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé àíòåííû ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî òîê âäîëü íåå ñè-
íóñîèäàëüíûé, ñèììåòðè÷íûé â îáîèõ ïëå÷àõ è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
êîíöàõ àíòåííû

I(z, t) = I1 sin k

(
l

2
− |z|

)
e−iωt, k =

ω

c
. (13.44)

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî îïðåäåëåíèå âñåõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ èçëó÷å-
íèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé, íî âîïðîñ î âîçìîæíîñòè òàê ñâîáîäíî
¾ðàñïîðÿäèòüñÿ¿ ðàñïðåäåëåíèåì òîêà ïî àíòåííå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Íà ñàìîì äåëå ïîäîáíàÿ âîçìîæíîñòü ðàñùåïëåíèÿ îáùåé çàäà÷è èçëó÷åíèÿ òàê
íàçûâàåìûõ ïðîâîëî÷íûõ àíòåíí íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûå ïîäçàäà÷è ÿâëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Ëåîíòîâè÷à, Ëåâèíà4, îïóáëèêîâàííîé âïåðâûå â 1944 ã. Â
íåé ïðèìåíèòåëüíî ê òîíêîìó âèáðàòîðó, ñíàáæåííîìó ðàñïðåäåëåííîé èëè ñîñðåäî-
òî÷åííîé ñòîðîííåé ÝÄÑ, çàäà÷à èçëó÷åíèÿ ñâåäåíà ê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîìó

4Ñì.: Ëåîíòîâè÷ Ì. À. Èçáðàííûå òðóäû. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. � Ì.: Íàóêà,
1985.
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óðàâíåíèþ äëÿ òîêà. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ïî ìåòîäó âîçìóùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà, ñâÿçàííîãî ñ îòíîøåíèåì ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà âèáðàòîðà ê äëèíå
âîëíû. À âûïèñàííîå âûøå ðàñïðåäåëåíèå òîêà ïî àíòåííå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâ-
íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåîíòîâè÷à.

Èòàê, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì Ëåîíòîâè÷à è ðàñïðåäåëåíèå òî-
êà ïî àíòåííå ïðèìåì â âèäå (13.44), ãäå I1 èìååò ñìûñë ìàêñèìàëüíîé
âåëè÷èíû àìïëèòóäû òîêà, ñóùåñòâóþùåé â àíòåííå, åñëè kl ≥ π. Ïðè
kl < π àìïëèòóäà òîêà ìàêñèìàëüíà â çàçîðå è åå âåëè÷èíà I0 =
= I1 sin kl/2. Åñëè kl ¿ 1, ðàñïðåäåëåíèå (13.44) ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ

I(z, t) = I0

(
1− 2

l
|z|

)
e−iωt. (13.45)

Âèáðàòîð Ãåðöà. Èññëåäîâàíèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
àíòåííû íà÷íåì ñ ýòîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ l ¿ λ (kl ¿ 1), êîãäà àíòåí-
íó íàçûâàþò âèáðàòîðîì Ãåðöà. Ýòî òèïè÷íûé äèïîëüíûé èçëó÷àòåëü,
ïîëå èçëó÷åíèÿ êîòîðîãî (13.28) îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà. Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òîêà â èçëó÷àòåëå ḋ(t)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (13.17). Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî òîêà I(z, t) îáúåìíûé
èíòåãðàë èç (13.17) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó è äëÿ ḋz(t) èìååì

ḋz(t) =
∫ l/2

−l/2

I(z, t)dz.

Èíòåãðèðîâàíèå ñ ôóíêöèåé (13.45) äàåò

ḋz(t) =
1
2

lI0 e−iωt; îòñþäà d̈z(t) = −i
ωl

2
I0 e−iωt.

Èçëó÷åíèå îñåñèììåòðè÷íî. Óñðåäíåííîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñëåäó-
åò èç ñîîòíîøåíèÿ (13.30)

<
dJ

dΩ
> =

< d̈ 2
z >

4π c3
sin2 θ =

1
32 π c

(kl)2 I2
0 sin2 θ (13.46)

è õàðàêòåðèçóåòñÿ òèïè÷íîé äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè, çàäàâàåìîé
ìíîæèòåëåì sin2 θ. Ïîëíàÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà

< J > =
1
2

2
3
|d̈z|2
c3

=
1
3

ω2l2

4c3
I2
0 =

π2

3c

(
l

λ

)2

I2
0 .
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Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå < J > = (1/2)RèçëI2

0 , ãäå êîýôôèöèåíò
ïðè I2

0/2, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ñîïðîòèâ-
ëåíèåì èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé àíòåííû

Rèçë =
1
3c

2π2

(
l

λ

)2

àáñ. åä. = 200
(

l

λ

)2

îì,

òàê êàê 1/c = 30îì ( îì = âîëüòàìïåð =
1/300
3 · 109

àáñ. åä. =
1

9 · 1011
àáñ. åä.

è, ñëåäîâàòåëüíî, 1
c

=
9 · 1011

3 · 1010
îì ).

Îáùèé ñëó÷àé. Ïðè äëèíå àíòåííû, ñîïîñòàâèìîé ñ äëèíîé âîëíû,
àíòåííà â öåëîì íå ÿâëÿåòñÿ äèïîëüíûì èçëó÷àòåëåì. Òåïåðü êàæäûé
ýëåìåíò àíòåííû dz (ðèñ. 13.8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòàðíûé
äèïîëü÷èê, äëÿ êîòîðîãî

dṗz(t) = I(z, t)dz, dp̈z(t) = −iωI1 sin k

(
l

2
− |z|

)
e−iωtdz.

z

0

-l/2

l/2

θ

rr‘

dz

Ðèñ. 13.8

Ìàãíèòíîå ïîëå îò ýòîãî ýëåìåíòà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè
(r, θ) åñòü

dBα(r, θ, t) =
dp̈z(t′)
c2 r′

sin θ,
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ïðè÷åì êàæäîìó ýëåìåíòó dz çäåñü ñîîòâåòñòâóåò ñâîå âðåìÿ

t′ = t− r′(z)
c

= (t− r

c
) +

1
c
z cos θ,

ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå r′ îò ýëåìåíòà dz äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ
r′(z) = r − z cos θ

çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z ýëåìåíòà àíòåííû.
Â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ dBα ðàçëè÷èåì r′, r ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è

îòñþäà äëÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ ïîëó÷èòü

Bα(r, θ, t) = − iωI1

c2 r
ei(kr−ωt) sin θ

∫ l/2

−l/2

sin k

(
l

2
− |z|

)
e−ikz cos θdz.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

Bα(r, θ, t) = −2 i I1

c r
ei(kr−ωt) cos(k l

2 cos θ)− cos(k l
2 )

sin θ
;

ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü

<
dJ

dΩ
> =

c

4π
< B2

α > r2 =
I 2
1

2πc

∣∣∣∣∣∣∣

cos(
kl

2
cos θ)− cos

kl

2
sin θ

∣∣∣∣∣∣∣

2

. (13.47)

Õàðàêòåð óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû kl. Â ñëó÷àå
äëèííûõ âîëí kl ¿ 1 îòñþäà ïðèõîäèì ê ðàñïðåäåëåíèþ (13.46) äè-
ïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ, ââåäÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû òîêà â çàçîðå
îáîçíà÷åíèå I0 = I1kl/2. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîëóâîëíîâîãî (kl = π) è
ïîëíîâîëíîâîãî (kl = 2π) âèáðàòîðîâ èç ñîîòíîøåíèÿ (13.47) ïîëó÷àåì

<
dJ

dΩ
> =

I 2
1

2πc





cos2
(π

2
cos θ

)

sin2 θ
ïðè kl = π,

4 cos4
(π

2
cos θ

)

sin2 θ
ïðè kl = 2π.

Ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 13.9,
ãäå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðíîé ëèíèåé íàíåñåíà òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ äèàãðàììà äëÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ. Âèäíî, ÷òî óãëîâîå ðàñïðå-
äåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïîëóâîëíîâîé àíòåííû î÷åíü áëèçêî ê èçëó÷åíèþ
äèïîëÿ, à äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïîëíîâîëíîâîé àíòåííû èìååò ñó-
ùåñòâåííî áîëåå îñòðóþ íàïðàâëåííîñòü.
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z

kl<<1

kl=2π

kl=π

Ðèñ. 13.9

13.8. Èíòåðôåðåíöèîííûé ñïîñîá óïðàâëå-
íèÿ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè àíòåíí

Èçâåñòíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî îòäåëüíûõ ïðîñòûõ èçëó÷àòå-
ëåé (íàïðèìåð, ïîëóâîëíîâûõ âèáðàòîðîâ), ìîæíî ñîçäàòü èçëó÷àþùóþ
ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ íåîáõîäèìîé äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè. Â ïðè-
ìåðàõ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå, ýòà íåîáõîäèìîñòü âûðàæàåòñÿ
â ïîëó÷åíèè îñòðîíàïðàâëåííîãî èçëó÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èçëó÷àòåëÿ ïðè àíàëèçå ìû ïðèìåì äè-
ïîëüíûé èçëó÷àòåëü, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïîëóâîëíîâîé âèáðàòîð ïî äèà-
ãðàììå íàïðàâëåííîñòè ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äèïîëÿ. Çàìåòèâ, ÷òî äëÿ
ýôôåêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè ïîëåé äèïîëè äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû,
ïðèìåì, ÷òî âñå îíè ïàðàëëåëüíû îñè z.

1. Ðàññìîòðåíèå íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðåçóëüòàò èí-
òåðôåðåíöèè ëåãêî ïðåäñòàâèòü íàãëÿäíî. Ïóñòü N èíòåðôåðèðóþùèõ
äèïîëåé

dj(t) = d0e
iχj e−iωt, d0 = d0ez (j = 0, 1, 2, . . . N − 1)

ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ îñè z ñ êîîðäèíàòàìè zj = ja (ðèñ. 13.10), èìåÿ
â îáùåì ñëó÷àå ïîñòîÿííûé ñäâèã ïî ôàçå ìåæäó ñîñåäíèìè äèïîëÿìè
∆χ, òàê ÷òî

χj = j∆χ.

Òàêîå ðàñïîëîæåíèå äèïîëåé ñîçäàåò îñåñèììåòðè÷íîå èçëó÷åíèå, â êî-
òîðîì âêëàä êàæäîãî èç äèïîëåé â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè
(r, θ) â âîëíîâîé çîíå çàäàåòñÿ ïîëåì (13.28), ðàâíûì

B(j)
α (r, θ, t) = − ω2

c2r
d0 sin θ eiχj e−iω(t−rj/c), ãäå rj = r − ja cos θ.

www.phys.nsu.ru



13.8. Èíòåðôåðåíöèîííûé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ 277

Ðèñ. 13.10

Ñóììàðíîå ïîëå

Bα(r, θ, t) = −k2

r
d0 sin θ

N−1∑

j=0

ei(∆χ−ka cos θ)j ei(kr−ωt)

ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ N ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ:

|B̂α(r, θ)| = k2d0

r
sin θ

∣∣∣ sin(N(ka cos θ −∆χ)/2)
sin((ka cos θ −∆χ)/2)

∣∣∣.

Îòñþäà óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü

<
dJ

dΩ
>=

c

8π
| B̂α(r, θ) |2r2 =

ck4d2
0

8π
sin2 θ

(
sin[(N/2)(ka cos θ −∆χ)]
sin[(1/2)(ka cos θ −∆χ)]

)2

,

(13.48)
à âèä äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè, îïðåäåëÿåìûé, â îñíîâíîì, ïîñëåä-
íèì ìíîæèòåëåì âûðàæåíèÿ (13.48) (èíòåðôåðåíöèîííûé ìíîæèòåëü),
çàâèñèò îò ÷èñëà N äèïîëåé, îòíîøåíèÿ a/λ è ðàçíîñòè ôàç ∆χ. Êàê
íàì èçâåñòíî, ïðè a > λ èçëó÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì èíòåðôå-
ðåíöèîííûõ ìàêñèìóìîâ íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ îò m = 0 äî m = m0 =
= [a/λ] (ñì. � 12.11) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ¾ëåïåñòêàìè¿ â äèàãðàììå íà-
ïðàâëåííîñòè. Ïîýòîìó, îãðàíè÷èâøèñü çàäà÷åé ñîçäàíèÿ èçëó÷àòåëÿ ñ
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îñòðîíàïðàâëåííûì èçëó÷åíèåì, çäåñü è íèæå ìû ïðèìåì, ÷òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äèïîëÿìè ìåíüøå äëèíû âîëíû

a < λ. (13.49)

Òîãäà â ñîñòàâå èçëó÷åíèÿ áóäåò òîëüêî ìàêñèìóì íóëåâîãî ïîðÿäêà,
êîòîðûé ïðè ∆χ = 0 çàíèìàåò ïîëîæåíèå θ = θ0 = π/2. (Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè a/λ < 1 è ∆χ = 0 çíàìåíàòåëü èíòåðôåðåíöèîííîãî ìíîæèòåëÿ
â ñîîòíîøåíèè (13.48) òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè cos θ0 = 0 îáðàùàåòñÿ
â íóëü.) Óãëîâàÿ øèðèíà ∆θ ýòîãî ìàêñèìóìà, ò. å. ðàçáðîñ óãëîâ îò-
íîñèòåëüíî θ0, íà êîòîðîì < dJ/dΩ > îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè
θ = θ0 ïåðâûé ðàç ñïàäàåò äî íóëÿ ïðè θ = θ0 ± ∆θ/2, îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ÷èñëèòåëÿ èíòåðôåðåíöèîííîãî ìíîæèòåëÿ

sin(π
Na

λ
sin

∆θ

2
) = 0

è ïðè Na À λ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

∆θ = 2
λ

Na
. (13.50)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòðîíàïðàâëåííîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû îáùàÿ äëèíà äèïîëüíîé ðåøåòêè óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ
Na À λ.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ ∆χ 6= 0. Èìåÿ â âèäó, ÷òî âåëè÷èíà
∆χ óïðàâëÿåò íàïðàâëåíèåì ìàêñèìóìà èçëó÷åíèÿ, óäîáíî åå âûðàçèòü
÷åðåç êîñèíóñ íåêîòîðîãî óãëà 0 < θ ≤ π/2 â âèäå

∆χ = ka cos θ0. (13.51)

Òîãäà âûðàæåíèå (13.48) ïðèíèìàåò âèä

<
dJ

dΩ
>=

ck4d2
0

8π
sin2 θ

(
sin[(N/2)ka(cos θ − cos θ0)]
sin[(1/2)ka(cos θ − cos θ0)]

)2

,

îòêóäà âèäíî, ÷òî óãîë θ0, âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå (13.51) ∆χ, èìååò
÷åòêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, îïðåäåëÿÿ ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà äèàãðàì-
ìû íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì óãëîâàÿ øèðèíà ýòîãî ìàêñè-
ìóìà áóäåò ðàâíà

∆θ = 2
λ

Na sin θ0
,
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à åãî èíòåíñèâíîñòü â çàâèñèìîñòè îò θ0 ìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
sin2 θ0. (Ïðè θ0 = π/2, ò. å. ∆χ = 0, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñâîäèòñÿ
ê (13.50).)

Íà ðèñ. 13.11 äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè îòäåëüíîãî äèïîëÿ äîïîë-
íåíà íàïðàâëåíèÿìè ãëàâíîãî ìàêñèìóìà èçëó÷åíèÿ ðåøåòêè ïðè ∆χ =
0 è ∆χ = ka cos θ0, äåìîíñòðèðóÿ âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ åãî ïîëîæå-
íèåì ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ðàçíîñòè ôàç ∆χ.

Ðèñ. 13.11

2. Òåïåðü çàäàäèìñÿ öåëüþ çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè ñôîðìèðîâàòü èç-
ëó÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ òîëüêî â íàïðàâëåíèÿõ, îãðà-
íè÷åííûõ îïðåäåëåííûì óãëîâûì ðàçìåðîì ïî ñôåðè÷åñêîé êîîðäèíàòå
α. (Â ðàññìîòðåííîì â ï.1 ñëó÷àå < dJ/dΩ > íå çàâèñåëà îò àçèìóòàëü-
íîãî óãëà α.) Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàâøèåñÿ âûøå N äèïîëåé d0e

iχj e−iωt

Ðèñ. 13.12 Ðèñ. 13.13

ðàñïîëîæèì â ïëîñêîñòè (x, z) â òî÷êàõ r ′ = jaex (a < λ), êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 13.12. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò j - ãî äèïîëÿ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ
(r, θ, α) ñîãëàñíî (13.10) îïðåäåëÿåòñÿ êàê rj = r − (n · r ′j). Ïîñêîëüêó

n = sin θ(cos αex + sin αey) + cos θez,
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òî rj = r − ja sin θ cos α è ñóììàðíîå ïîëå

Bα(r, θ, α, t) = −k2

r
d0 sin θ

N−1∑

j=0

ei(∆χ−ka sin θ cos α)j ei(kr−ωt).

Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

<
dJ

dΩ
>=

ck4d2
0

8π
sin2 θ

(
sin[(N/2)(2πa/λ sin θ cosα−∆χ)]
sin[(1/2)(2πa/λ sin θ cosα−∆χ)]

)2

. (13.52)

Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äâóì íà-
ïðàâëåíèÿì, îòëè÷àþùèìñÿ òîëüêî çíàêàìè óãëîâîé êîîðäèíàòû α, îò-
âå÷àåò îäíî çíà÷åíèå < dJ/dΩ > . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãëîâîå ðàñïðå-
äåëåíèå èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èçëó÷àòåëÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè y = 0. Ïîýòîìó íèæå íà ðèñ. 13.16 ñîîòâåòñòâóþùèå
äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè ¾óðåçàíû¿ è ïðåäñòàâëåíû öåëèêîì òîëüêî
äëÿ îäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà y > 0.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè N À 1 èíòåðôåðåíöèîííûé ìíîæèòåëü
ïîðîæäàåò îñòðûé ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñ íåáîëüøèì óãëîâûì ðàçìå-
ðîì. Íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ òàêæå è ïðè íåáîëü-
øèõ N. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî ïðîàíàëèçèðóåì íåêîòîðûå âîçìîæ-
íîñòè óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì èçëó÷åíèÿ äâóõ èíòåðôåðèðóþùèõ äè-
ïîëåé, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 13.13. Ïðè ýòîì ôîðìóëà
(13.52) ïðèîáðåòàåò âèä

<
dJ

dΩ
>= 4

ck4d2
0

8π
sin2 θ cos2

(
π

a

λ
sin θ cosα− ∆χ

2
)
.

Åñëè âçÿòü äâà ñèíôàçíûõ äèïîëÿ (∆χ = 0) è ðàñïîëîæèòü èõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè a = λ/2, òî ñðàçó î÷åâèäíî, ÷òî èçëó÷åíèå âäîëü è ïðîòèâ îñè x
äîëæíî îòñóòñòâîâàòü. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ïëîñ-
êîñòè (x, y) òàêîâî:

<
dJ

dΩ
>

∣∣
θ=π/2

∼ cos2
(π

2
cos α

)

(ïðè cos α = ±1 äåéñòâèòåëüíî îáðàùàåòñÿ â íóëü). Îíî õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 13.14.

Àíàëîãè÷íî ýòîìó ëåãêî ¾ñêîíñòðóèðîâàòü¿ ñèñòåìó èç äâóõ äèïî-
ëåé òàê, ÷òîáû âîëíû îò îòäåëüíûõ äèïîëåé óñèëèâàëè äðóã äðóãà ïðè
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ðàñïðîñòðàíåíèè â îäíîì íàïðàâëåíèè (íàïðèìåð, âäîëü îñè x) è ïîäàâ-
ëÿëè â äðóãîì. Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü a = λ/4, à ðàçíîñòü ôàç ïðèíÿòü
∆χ = π/2, ÷òîáû äëÿ âîëí, áåãóùèõ ïî îñè x, àìïëèòóäû ñêëàäûâàëèñü,
à â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè � âû÷èòàëèñü. Äèàãðàììà íàïðàâ-
ëåííîñòè â ïëîñêîñòè θ = π/2,

<
dJ

dΩ
>

∣∣
θ=π/2

∼ cos2
(π

4
(cos α− 1)

)
=

{
1 ïðè α = 0,
0 ïðè α = π,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàçâàííûì ïàðàìåòðàì a = λ/4, ∆χ = π/2, ïîêàçàíà
íà ðèñ. 13.15.

Ðèñ. 13.14 Ðèñ. 13.15

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ N À 1, ò. å. ê ðàññìîòðåíèþ àíòåííîé ðåøåòêè
(ðèñ. 13.12). Ïðè îãîâîðåííîì óñëîâèè

a < λ, Na À λ

èçëó÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì åäèíñòâåííîãî ãëàâíîãî ìàê-
ñèìóìà (¾åäèíñòâåííîãî¿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå y > 0), íàïðàâëåíèå êîòî-
ðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ çíàìåíàòåëÿ èíòåðôåðåí-
öèîííîãî ìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè (13.52). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ∆χ = 0
íàïðàâëåíèþ ãëàâíîãî ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâóþò cos α = 0 è êîîðäè-
íàòû α = ±π/2. Ïðè ýòîì óãëîâàÿ øèðèíà ∆α ãëàâíîãî ìàêñèìóìà
çàäàåòñÿ ÷èñëèòåëåì èíòåðôåðåíöèîííîãî ìíîæèòåëÿ â âèäå òðåáîâà-
íèÿ

Nπ
a

λ
sin θ cos

(π

2
± ∆α

2
)

= ∓π,

îòêóäà
∆α = 2

λ

Na sin θ
.
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Òî åñòü ýòà øèðèíà çàâèñèò îò êîîðäèíàòû θ íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ,
óâåëè÷èâàÿñü ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ îò çíà÷åíèÿ θ = π/2 è îñëàáëåíèÿ
èíòåíñèâíîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé sin2 θ (ñì. (13.52)).

Ðèñ. 13.16
Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà ∆χ íàïðàâëåíèÿ ±π/2 ãëàâíîãî ìàêñèìó-

ìà ìîæíî èçìåíèòü. Íàïðèìåð, ÷òîáû ìàêñèìóì â ïëîñêîñòè θ = π/2 íàïðàâèòü
ïî óãëàì ±α0, íåîáõîäèìî èìåòü ∆χ = ka cos α0. Ïðè ýòîì α � êîîðäèíàòû ýòèõ
ìàêñèìóìîâ ±α∗ áóäóò çàâèñåòü îò óãëà θ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

cos α∗(θ) =
∆χ

ka sin θ
=

cos α0

sin θ
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè sin θ <| cos α0 | ìàêñèìóì èñ÷åçàåò è ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè ïî óãëó α ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííûì. Íî íà îáñóæäåíèè ýòèõ îñîáåííîñòåé
ìû çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Ðèñ. 13.17

Äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé àíòåííîé
ðåøåòêè â ïëîñêîñòè (x, y) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13.16. Çäåñü îêðóæ-
íîñòü ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ åäèíè÷íîé àíòåííû, à óçêèå ëåïåñòêè
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îòâå÷àþò èçëó÷åíèþ ðåøåòêè ïðè ∆χ = 0 è ∆χ = ka cos α0 (ñîîòâåò-
ñòâåííî ïî äâà ëåïåñòêà äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ).

Ïàðàãðàô çàâåðøèì óêàçàíèåì íà âîçìîæíîñòü èçáàâèòüñÿ îò îäíî-
ãî èç äâóõ ëåïåñòêîâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ê ñèíôàçíîé ðåøåòêå äîáàâèòü âòîðóþ íà ðàññòîÿíèè
λ/4 ñî ñäâèãîì ïî ôàçå íà π/2. Åñëè ôàçû îòëè÷àþòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 13.17, ïðîïàäàåò ëåïåñòîê â ïîëóïðîñòðàíñòâå y < 0. À ÷òîáû
èçëó÷åíèå íàïðàâèòü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (â ïîëóïðîñòðàíñòâî
y < 0), ôàçîâûé ìíîæèòåëü íèæíåé ðåøåòêè íàäî ïîìåíÿòü íà eiπ/2.
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Ãëàâà 14

ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ
ÂÎËÍÛ

Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî ñ âîëíîâûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà â îñíîâíîì â âèäå ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ âîëí èëè èõ êîì-
áèíàöèé. È òîëüêî ýïèçîäè÷åñêè � êàê â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ äèïîëåé èëè
êâàäðóïîëÿ � âñòðå÷àëèñü ñî ñôåðè÷åñêèìè âîëíàìè. Â äàííîé ãëà-
âå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ äâóìÿ êëàññàìè ñôåðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí â âèäå íàáîðîâ âåêòîðíûõ ìóëüòèïîëåé. Çäåñü íàì âñòðåòÿòñÿ ïðî-
ñòåéøèå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè (ïîëèíîìû è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè
Ëåæàíäðà, ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà), çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ
ñ êîòîðûìè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Íî ïîñêîëüêó íàçâàííûå ôóíêöèè âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå, äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà
äîñòàòî÷íî áóäåò óêàçàíèÿ òåõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿòñÿ â òåêñòå. Äëÿ áîëåå îñíîâàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âåêòîðíûõ ìóëüòèïîëåé ðåêîìåíäóåòñÿ çàìå÷àòåëüíàÿ êíè-
ãà Äæ. Äæåêñîíà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïðîäâèíóòîãî ÷èòàòåëÿ.
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14.1. Ââåäåíèå

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

rotÊ = i
ω

c
B̂, rotB̂ = −i

ω

c
Ê (14.1)

â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, α). Îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé, êîãäà âñå ñôåðè÷åñêèå êîìïîíåíòû
ïîëåé B è E íå çàâèñÿò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà α. Êàæäîå èç ïîëåé
ðàçëîæèì íà ñóììó

Ê(r) = Êα(r, θ)eα + Êìåðåä(r, θ)

àçèìóòàëüíîé (α) è ìåðåäèàíàëüíîé

Êìåðåä(r, θ) = Êr(r, θ)er + Êθ(r, θ)eθ

ñîñòàâëÿþùèõ. (Äëÿ B̂(r) � àíàëîãè÷íî.) Òàê êàê rotÊìåðåä(r, θ),
rotB̂ìåðåä(r, θ) èìåþò òîëüêî α-êîìïîíåíòû, rotÊα(r, θ)eα, rotB̂α(r, θ)eα

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåðåäèàíàëüíûå âåêòîðà, êàæäîå èç óðàâíåíèé
(14.1) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ

rot(Êαeα) =
iω

c
B̂ìåðåä, rotÊìåðåä =

iω

c
B̂αeα;

rot(B̂αeα) = − iω

c
Êìåðåä, rotB̂ìåðåä = − iω

c
Êαeα.

Èõ ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü â äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû

rot(Êαeα) =
iω

c
B̂ìåðåä, rotB̂ìåðåä = − iω

c
Êαeα, (14.2)

rot(B̂αeα) = − iω

c
Êìåðåä, rotÊìåðåä =

iω

c
B̂αeα, (14.3)

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò àçèìóòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ îäíîãî è
ìåðåäèàíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äðóãîãî ïîëÿ. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ñèñòåì
ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

rotrot(Êα(r, θ)eα)− ω2

c2
Êα(r, θ)eα = 0, (14.4)
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ïîëó÷àþùåìóñÿ â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ B̂ìåðåä èç ñèñòåìû (14.2), è
ñîîòíîøåíèþ

B̂ = − i

ω/c
rot(Êα eα), (14.5)

âûðàæàþùåìó ïîëå B ÷åðåç Êα(r, θ). Ñèñòåìà (14.3) ïîðîæäàåò àíàëî-
ãè÷íóþ ïàðó

rotrot(B̂α(r, θ)eα)− ω2

c2
B̂α(r, θ)eα = 0, (14.6)

Ê =
i

ω/c
rot(B̂α eα). (14.7)

Òàêèì îáðàçîì, îñåñèììåòðè÷íàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â îáùåì
ñëó÷àå ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ òèïîâ îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí. Âîëíû ïåð-
âîãî òèïà ñîñòîÿò èç àçèìóòàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî è ñîïðîâîæäàþùåãî
åãî ìåðåäèàíàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äðóãîé òèï ñîñòàâëÿþò âîëíû,
â êîòîðûõ ìàãíèòíîå ïîëå ÷èñòî àçèìóòàëüíî, à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìå-
ðåäèàíàëüíî.

14.2. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ïî-
ëÿ (îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé)

1. Äëÿ êàæäîãî èç îáîçíà÷åííûõ òèïîâ âîëí ïîñòðîèì ôóíäàìåí-
òàëüíûé íàáîð ðåøåíèé. Íà÷íåì ñ âîëí, ïðåäñòàâëåííûõ ñèñòåìîé (14.6),
(14.7), äëÿ êîòîðûõ ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé ñêàëÿðíîé
ôóíêöèåé B̂α(r, θ). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ âåêòîðíûõ îïåðàöèé óðàâíåíèå
(14.6) äëÿ íåå ïðèîáðåòàåò âèä

1
r

∂2

∂r2
(rB̂) + k2B̂ +

1
r2

∂

∂θ

[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ B̂)

]
= 0

(îòëè÷àþùèéñÿ îò ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ (r, θ)). Íàáîð ðåøåíèé ýòîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîñòðî-
èì â âèäå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé f(r)P (θ). Ïðè ýòîì äëÿ f(r),
P (θ) ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

r
d2

dr2
(rf) + k2r2f(r) = `(` + 1)f(r), (14.8)
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d

dθ

[
1

sin θ

d

dθ
(sin θ P (θ))

]
= −`(` + 1)P (θ), (14.9)

åñëè êîíñòàíòó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ `(` + 1).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14.9) òîæäåñòâåííà
âûðàæåíèþ

sin2 θ
1

sin θ

d

dθ

(
1

sin θ

dP

dθ

)
+ 2

cos θ

sin θ

dP

dθ
− P

sin2 θ

è ïîñëå ââåäåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x = cos θ óðàâíåíèå (14.9) â
öåëîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

d

dx

[
(1− x2)

dP

dx

]
+

[
`(` + 1)− 1

1− x2

]
P (x) = 0 (óðàâíåíèå Ëåæàíäðà) .

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå íà èíòåð-
âàëå −1 ≤ x ≤ 1 ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ` è íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííû-
ìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà P 1

` (x). Îíè ñâÿçàíû ñ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà
P`(x) ñîîòíîøåíèåì

P 1
` (x) = −(1− x2)1/2 dP`

dx
, ãäå P`(x) =

1
2``!

d`

dx`
(x2 − 1)`, (14.10)

è ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íûé ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ íà
èíòåðâàëå [−1, 1], ïðè÷åì

∫ 1

−1

P 1
` (x)P 1

`′(x)dx =
2

2` + 1
(` + 1)!
(`− 1)!

δ``′ . (14.11)

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíûé âèä íåñêîëüêèõ ïåðâûõ íîìåðîâ P 1
` (x).

Ïðèâåäåì èõ çäåñü â âèäå ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé θ :

P 1
1 (θ) = − sin θ, P 1

2 (θ) = −3 sin θ cos θ, P 1
3 (θ) = −3

2
sin θ(5 cos2 θ − 1).

(14.12)
Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå (14.8) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ` çàìåíîé

f`(r) =
1√
r
u`(r)
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ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà ν = ` +
1
2

d2u`

dr2
+

1
r

du`

dr
+ (k2 − ν2

r2
)u` = 0,

èìåþùåìó íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ J`+ 1
2
(kr), N`+ 1

2
(kr), âûðàæàþùèåñÿ

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèè

1√
r
J`+ 1

2
(kr),

1√
r
N`+ 1

2
(kr)

è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (14.8).
Çäåñü â êà÷åñòâå ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé f`(r) óäîáíî ïðèíèìàòü òàê

íàçûâàåìûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàíêåëÿ

h
(1,2)
` (ξ) =

√
π

2ξ

[
J`+ 1

2
(ξ)± iN`+ 1

2
(ξ)

]
(ξ = kr),

íà áåñêîíå÷íîñòè îáëàäàþùèå àñèìïòîòèêîé â âèäå ðàñõîäÿùåéñÿ è ñõî-
äÿùåéñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí

h
(1,2)
` (ξ) ' (∓i)`+1 exp(±iξ)

ξ
.

Âîò ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ãàíêåëÿ h
(1)
` (ξ) äëÿ

íåñêîëüêèõ íèçøèõ çíà÷åíèé ` :

h
(1)
0 (ξ) =

eiξ

iξ
, h

(1)
1 (ξ) = −eiξ

ξ
(1+

i

ξ
), h

(1)
2 (ξ) =

ieiξ

ξ
(1+

3i

ξ
− 3

ξ2
). (14.13)

(Äëÿ âåùåñòâåííûõ ξ ôóíêöèè h
(1)
` (ξ) è h

(2)
` (ξ) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû,

ïîýòîìó çäåñü âûïèñàíû âûðàæåíèÿ òîëüêî äëÿ h
(1)
` (ξ).) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

âûðàæåíèé ñ âûñøèìè íîìåðàìè è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëóæàò
ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

h
(1)
`+1(ξ) =

2` + 1
ξ

h
(1)
` (ξ)− h

(1)
`−1(ξ), (14.14)

d

dξ

[
h

(1)
` (ξ)

]
=

1
2` + 1

[
`h

(1)
`−1(ξ)− (` + 1)h(1)

`+1(ξ)
]
. (14.15)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèÿ h
(1,2)
` (ξ)P 1

` (cos θ) (` = 1, 2, 3, . . .) ñî-
ñòàâëÿþò èñêîìûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿ B̂α(r, θ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåê-
òðè÷åñêèå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (14.7). Ñ èñïîëüçîâàíèåì
íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ

b` =

√
2` + 1

4π

(`− 1)!
(` + 1)!

òàêîãî, ÷òî ∫ 1

−1

b`P
1
` (x)b`′P

1
`′(x)dx =

1
2π

δ``′ , (14.16)

ïîëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî âåêòîðíîãî ìóëüòèïîëÿ ñ íîìåðîì ` ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

B̂` = b`h
(1,2)
` (ξ)P 1

` (cos θ)eα,

(14.17)

Ê` = −b`
i

ξ

[
`(` + 1)h(1,2)

` (ξ)P`(cos θ) er +
d

dξ

(
ξh

(1,2)
` (ξ)

)
P 1

` (cos θ) eθ

]

(çäåñü âûðàæåíèå äëÿ Ê`r âûïèñàíî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (14.10)). Îò-
ñþäà âèäíî, ÷òî óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü r�êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ âûðàæàåòñÿ ïîëèíîìîì Ëåæàíäðà, â òî âðåìÿ êàê Eθ, Bα çàâèñÿò îò
θ êàê P 1

` (cos θ).
Äàííàÿ ñèñòåìà ñîñòàâëÿåò ïîëíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíûõ óðàâ-

íåíèé Ìàêñâåëëà (14.1) òèïà (14.3). Èõ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿ-
åòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà B ðàäèóñó-âåêòîðó ((r·B) = 0) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû çäåñü
èìååì ñôåðè÷åñêèé àíàëîã èçó÷åííûõ ðàíåå (ñì. ãëàâó 10) ÒÌ-âîëí.
Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ (14.17) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèò-
íûå âåêòîðíûå ìóëüòèïîëè ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà (îñåñèììåòðè÷íûå)
è îïèñûâàþò óõîäÿùèå îò öåíòðà, ïðè f` = h

(1)
` (ξ), èëè ñõîäÿùèåñÿ ê

öåíòðó, ïðè f` = h
(2)
` (ξ), ñôåðè÷åñêèå âîëíû.

2. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîëåé (14.17):
à) íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ξ = kr À 1 â ëîêàëüíîì ñìûñëå ñîñòàâëÿþò
ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííóþ ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó;
á) óñðåäíåííàÿ ïî âðåìåíè óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî `�ïîëÿ ðàâíà

<
dJ`

dΩ
> =

c

8π
r2|B̂`|2 =

c

8π

1
k2

b2
`

∣∣P 1
` (cos θ)

∣∣2, (14.18)
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â) à ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü < J` > = 2π
π∫
0

<
dJ`

dΩ
> sin θ dθ ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (14.16) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

< J` >=
c

8π

1
k2

. (14.19)

3. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âåêòîðíûå ìóëüòèïîëè ìàãíèòíîãî òèïà,
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (14.4), (14.5), îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

Ê` = b`h
(1,2)
` (ξ)P 1

` (cos θ)eα,

(14.20)

B̂` = b`
i

ξ

[
`(` + 1)h(1,2)

` (ξ)P`(cos θ) er +
d

dξ

(
ξh

(1,2)
` (ξ)

)
P 1

` (cos θ) eθ

]
,

ïîëó÷àþùèìèñÿ èç ôîðìóë (14.17) â ðåçóëüòàòå ïðîñòîé çàìåíû E →
→ B, B → −E, òàê êàê óðàâíåíèÿ (14.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

4. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ
íîìåðîâ ` = 1, ` = 2 ïîëåé âåêòîðíûõ ìóëüòèïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî
òèïà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (14.12), (14.13) è èç ñîîòíî-
øåíèé (14.17) ïîëó÷èì (äëÿ óõîäÿùèõ âîëí):

B̂1(r, θ) = B1h
(1)
1 (kr)P 1

1 (cos θ)eα = B1
1
kr

(1 +
i

kr
) sin θ eikr eα,

(14.21)

Ê1(r, θ) = B1
i

kr

[
2
kr

(1 +
i

kr
) cos θ er + (−i +

1
kr

+
i

k2r2
) sin θ) eθ

]
eikr

(äëÿ ` = 1), ãäå B1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Çàìåòèì, ÷òî ýòè âû-
ðàæåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ïîëåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
(13.22), (13.23), ïîëó÷åííûì ðàíüøå èç ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
âåêòîð-ïîòåíöèàëà, ïîñëå çàìåíû B1 íà −k3d0.

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèå (14.17), îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ ` = 2,

B̂2(r, θ) = B2h
(1)
2 (kr)P 1

2 (cos θ)eα =

= B2
i

kr

(
1 +

3i

kr
− 3

k2r2

)
(−3 sin θ cos θ)eikr eα
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ïîñëå çàìåíû B2 íà k4D0/6 ñîâïàäàåò ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (13.24) îñå-
ñèììåòðè÷íîãî êâàäðóïîëÿ. Íå áóäåì çäåñü ñðàâíèâàòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, ïîñêîëüêó îíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ïîëÿ B̂α(r, θ) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñðàâíèâàåìûõ ñëó÷àÿõ
òîæäåñòâåííû.

Îòìå÷åííûå çäåñü ñîâïàäåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè ïðå-
äûäóùåé ãëàâû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîñâåííîå ïîäòâåðæäåíèå âû-
äåëåííîãî êóðñèâîì ïðåäëîæåíèÿ ï.4 � 13.3.

14.3. Ñôåðè÷åñêàÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà.
Ñôåðè÷åñêèé ðåçîíàòîð

Íà ïðèìåðå ñôåðè÷åñêèõ âîëí ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà îðãàíèçóåì òå-
ïåðü ïðîñòåéøóþ ñòîÿ÷óþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó. Ðàññìîòðèì äëÿ
ýòîãî ñóïåðïîçèöèþ ðàñõîäÿùåéñÿ îò öåíòðà è ñõîäÿùåéñÿ ê öåíòðó
âîëí îäèíàêîâîé àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðó ` = 1. Ïðè ýòîì
ñòðóêòóðà ïîëåé ñîñòàâëÿþùèõ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè (14.17),
ãäå ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíå ñîîòâåòñòâóåò ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ h

(1)
1 (kr), à

ñõîäÿùåéñÿ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ h
(2)
1 (kr). Òîãäà îòëè÷-

íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ðåçóëüòèðóþùèõ ïîëåé

B̂Σ
α = B1

(
h

(1)
1 (kr) + h

(2)
1 (kr)

)
P 1

1 (cos θ),

ÊΣ
r = −B1

2i

kr

(
h

(1)
1 (kr) + h

(2)
1 (kr)

)
P 1

1 (cos θ),

è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ÊΣ
θ ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ (14.21) ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó

B̂Σ
α = B1

2
kr

(
cos kr − sin kr

kr

)
sin θ,

ÊΣ
r = iB1

4
k2r2

(
cos kr − sin kr

kr

)
cos θ,

ÊΣ
θ = iB1

4
k2r2

(
cos kr − (1− k2r2)

sin kr

kr

)
sin θ.

(14.22)

Âèäíî, ÷òî ñòîÿ÷àÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà íå èìååò îñîáåííîñòè â öåíòðå,
â òî âðåìÿ êàê ïîëÿ (14.21) ñîñòàâëÿþùèõ âîëí õàðàêòåðèçóþòñÿ îñî-
áåííîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåêòðè÷åñêîìó äèïîëþ. Òàê æå, êàê â
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ïëîñêîé ñòîÿ÷åé âîëíå (ñì. � 10.3), çäåñü èìååòñÿ ñèñòåìà ïîâåðõíîñòåé
(â äàííîì ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ), íà êîòîðûõ òàíãåíöèàëüíûå
θ-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíû íóëþ. Ýòî âèäíî èç ãðàôèêà
ôóíêöèè

fθ = cos kr − (1− k2r2) sin kr/kr,

ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 14.1 è õàðàêòåðèçóþùåãî ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòó-
äû ïîëÿ ÊΣ

θ ïî ðàäèóñó. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå ðàäèóñû îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ctg kR =
1

kR
− kR, (14.23)

ïðè÷åì ïåðâûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ áëèçîê ê çíà÷åíèþ kR = 2,74.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàäèóñà R ñ õîðîøî ïðî-
âîäÿùåé ãðàíèöåé ïîëÿ (14.22) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïîëÿìè, ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, à ñàìà ïîëîñòü ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ñôåðè÷åñêèé ðåçîíàòîð. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ñîáñòâåííàÿ ÷à-
ñòîòà ω = 2,74 c/R ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
ñôåðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. (Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâîäèòñÿ çäåñü áåç äîêà-
çàòåëüñòâà.) Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäó ðåçîíàòîðà èëëþñòðèðóåò êàðòèíà
ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ E â ìåðåäèàíàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðåäñòàâëåííàÿ íà
ðèñ. 14.2.

Ðèñ. 14.1 Ðèñ. 14.2

Óïðàæíåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåøåíèåì (14.20) ïîêàçàòü, ÷òî ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå â ñòîÿ÷åé âîëíå ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî òèïà èìååò âèä

Êα(r, θ) = E1
2
kr

(
cos kr − sin kr

kr

)
sin θ
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(E1 � íåîïðåäåëåííàÿ êîíñòàíòà). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
äàííîé ìîäû ñôåðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

tg kR = kR.

14.4. Çàìêíóòàÿ çàäà÷à èçëó÷åíèÿ àíòåííû

1. Òåïåðü ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå ñôåðè÷å-
ñêîé àíòåííû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàìêíóòîé çà-
äà÷è äëÿ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì àíòåííó, ñîñòàâëåííóþ
èç äâóõ ïîëóñôåð ðàäèóñà R, íà óçêèé çàçîð ìåæäó êîòîðûìè îò âíåø-
íåãî èñòî÷íèêà ïîäàåòñÿ âîçáóæäàþùåå íàïðÿæåíèå, íå çàâèñÿùåå îò
àçèìóòàëüíîãî óãëà α. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ðàáîòó
âíåøíåãî èñòî÷íèêà áóäåì ìîäåëèðîâàòü çàäàííûì íà ñôåðå ñòîðîííèì
ïîëåì

Eñòð = Eñòð(θ)e−iωteθ,

ëîêàëèçîâàííûì â óçêîì êðóãîâîì ïîÿñå âáëèçè ëèíèè êîíòàêòà ïî-
ëóñôåð ñ êîîðäèíàòîé θ = π/2; ñôåðà ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
öåëàÿ. Êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ

Eñòð(θ) = E0δ(cos θ). (14.24)

2. Èçëó÷àåìàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêóþ ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ âîëíó ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà è îïèñûâàåòñÿ ïîëÿìè B̂α(r, θ), Êr(r, θ),
Êθ(r, θ), óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèÿì (14.6), (14.7), ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ íà ñôåðå

Êθ(R, θ) + Eñòð(θ) = 0 (14.25)

è óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ïîëåé ðåøåíèå ñòðîèòñÿ
â âèäå ðÿäà ìóëüòèïîëåé

B̂α(r, θ) =
∞∑

`=1

D` b` h`(ξ) P 1
` (cos θ), (14.26)

Êθ(r, θ) = − i

ξ

∞∑

`=1

D` b`
d

dξ
(ξh`) P 1

` (cos θ) (14.27)
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(äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå h`(ξ)
âìåñòî h

(1)
` (ξ)). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ D` îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðà-

íè÷íîãî óñëîâèÿ (14.25), ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ

ξ◦ = kR = (ω/c)R (14.28)

ïðèíèìàþùåãî âèä

i

ξ◦

∞∑

`=1

D` b`
d

dξ
(ξh`)

∣∣
ξ◦ P 1

` (cos θ) = Eñòð(cos θ).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (14.16) ïîëó÷àåì

D`
d

dξ
(ξh`)

∣∣
ξ◦ = −2π i ξ◦ b`

1∫

−1

Eñòð(x)P 1
` (x)dx,

à â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå (14.24) Eñòð(x) = E0 δ(x),

D`
d

dξ
(ξh`)

∣∣
ξ◦ = −2π i ξ◦ b` E0 P 1

` (0). (14.29)

Ìíîæèòåëü ïðè D` èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ
ôîðìóë (14.14), (14.15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d

dξ
(ξh`) = ξ h`−1(ξ)− ` h`(ξ). (14.30)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (14.10) èìååì P 1
` (0) = −dP`/dx (0); ñëåäîâàòåëüíî, â

ðåøåíèÿõ (14.26), (14.27) òîëüêî íå÷åòíûå ÷ëåíû îòëè÷íû îò íóëÿ. Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (14.29), (14.30), ýòè íåíóëåâûå êîýôôè-
öèåíòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

D2n+1 = 2πE◦ dn(ξ◦), dn = − i ξ◦ b2n+1 P 1
2n+1(0)

ξ◦h2n(ξ◦)− (2n + 1)h2n+1(ξ◦)
. (14.31)

3. Ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ àíòåííû íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà
(14.11) ðàâíà ñóììå èíòåíñèâíîñòåé ìóëüòèïîëåé è, êàê ñëåäñòâèå ñîîò-
íîøåíèé (14.19), (14.26),

< J > =
c

8π

R2

ξ◦2

∞∑

`=1

|D`|2 =
cπ

2ξ◦2
E2

∞∑
n=0

|dn(ξ◦)|2. (14.32)
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Óãëîâàÿ èíòåíñèâíîñòü ó÷èòûâàåò èíòåðôåðåíöèþ è îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

<
dJ

dΩ
> =

c

8π
r2

∣∣B̂α(r, θ)
∣∣2
|r→∞ =

(14.33)

=
cπ

2ξ◦2
E2

∣∣
∞∑

n=0

dn(ξ◦) b2n+1(−1)n+1 P 1
2n+1(cos θ)

∣∣2.

(Â âûðàæåíèÿõ (14.32), (14.33) ñèìâîë E îçíà÷àåò âåëè÷èíó ñòîðîííåé
ÝÄÑ E = E0R.)

Íàêîíåö, èñêîìàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü òîêà íà ñôåðå, âûðàæà-
åìàÿ ÷åðåç ìàãíèòíîå ïîëå (14.26), ðàâíà

iθ(cos θ) = −cE0

2

∞∑
n=0

dn(ξ◦) b2n+1 h2n+1(ξ◦)P 1
2n+1(cos θ). (14.34)

4. Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñâÿçàí ñ âû÷èñëåíèåì êîýôôèöè-
åíòîâ dn. Ïðè ýòîì âõîäÿùèå â (14.31) ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàíêåëÿ
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (14.14), à â êà÷åñòâå P 1

2n+1(0)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ

P 1
2n+1(0) = (−1)n+1 (2n + 1)!!

(2n)!!
(ïðè n ≥ 1), P 1

1 (0) = −1, (14.35)

ãäå (2n + 1)!! = (2n + 1)(2n − 1) . . . 3 · 1, (2n)!! = 2n(2n − 2) . . . 4 · 2.
(Âûðàæåíèå (14.35) ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (14.10), ñâÿçûâàþùåãî
ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè ñ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà, è ôîðìóëû äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïîñëåäíèõ (x2 − 1)

dP`

dx
= `xP` − `P`−1.)

Äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ξ◦ = kR ¿ 1, êîãäà ðàäèóñ ñôåðû íàìíîãî
ìåíüøå äëèíû âîëíû, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì

h` ≈ ξ◦`

(2` + 1)!!
− i

(2`− 1)!!
ξ◦`+1

,

ñîõðàíèâ â íåì íàðÿäó ñ ãëàâíîé ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåé è ìàëóþ âåùå-
ñòâåííóþ äîáàâêó. Òîãäà äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí ïîëó÷àþòñÿ
çíà÷åíèÿ

|dn(ξ◦)|2 =
(

b2n+1 P 1
2n+1(0)

(4n + 1)!! (2n + 1)

)2

ξ◦4n+6,
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îòêóäà âèäíî, ÷òî â èçëó÷åíèè ó÷àñòâóåò ïðàêòè÷åñêè òîëüêî ìóëüòè-
ïîëü ñ íîìåðîì ` = 1 (äèïîëü) ñ ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ

< J > = (3/16)cE2(kR)4,

ïðîïîðöèîíàëüíîé ω4 (ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå ïðèëîæåííîé ÝÄÑ).
Ïðè ýòîì äëÿ ïëîòíîñòè òîêà íà ñôåðå èç ôîðìóëû (14.34) ïîëó÷àåòñÿ
âûðàæåíèå iθ(cos θ) =

=
cE0

2
ξ◦

∞∑
n=0

[
ξ◦4n+3

((2n + 1) (4n + 1)!!)2
− i

2n + 1

]
(b2n+1)2 P 1

2n+1(0)P 1
2n+1(cos θ).

Îòñþäà, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âèäíî, ÷òî Re iθ ôàêòè÷åñêè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì âûïèñàííîãî ðÿäà. Äëÿ Jm iθ ðÿä ñõîäèòñÿ ìåä-
ëåííî, à â òî÷êå cos θ = 0 äàæå ðàñõîäèòñÿ. Ýòà îñîáåííîñòü â ôóíêöèè
Jm iθ(θ), íå èìåþùàÿ ôèçè÷åñêèõ ïîñëåäñòâèé, ñâÿçàíà ñ ìîäåëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì Eñòð(θ) ÷åðåç äåëüòà-ôóíêöèþ. Ýòî íåòðóäíî óâèäåòü,
ïîäñòàâèâ â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (14.25) âìåñòî Eθ ñîîòâåòñòâóþùåå âû-
ðàæåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14.1). Â ðåçóëü-
òàòå èìååì

∂

∂r
(rJmBα)|r=R = −ξ◦E◦δ(cos θ).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ Bα (ñëå-
äîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ôóíêöèè iθ(θ)) èìåþò îñîáåí-
íîñòü â òî÷êå θ = π/2, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû ξ◦. Åùå ðàç
ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòà îñîáåííîñòü èìååò èñêóññòâåííîå ïðîèñõîæäåíèå.

5. Ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîíå÷íûõ ξ◦ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ξ◦ = (ω/c)R, ñâÿçàííûå ñ ñîáñòâåííû-
ìè ÷àñòîòàìè ðàññìàòðèâàåìûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé ïîëÿ
âíå ñôåðû. Ñîáñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ξ◦, ïðè êî-
òîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (14.17), óäîâëåòâîðÿþùèå
îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Eθ(R, θ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ` = 2n + 1 (n = 0, 1, 2, . . .) èñêîìûé íàáîð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ξ◦ ñîñòàâëÿþò êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

d

dξ
(ξh`(ξ))

∣∣
ξ◦= 0.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî åñòü óðàâíåíèå (` + 1)� îé ñòåïåíè îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííîé 1/ξ◦ ñ ÷èñòî ìíèìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ÷åòíûõ
è âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ 1/ξ◦. Òàêèì
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îáðàçîì, åñëè íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî x−iy ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-
íåíèÿ, òî ÷èñëî −(x − iy)∗ = −x − iy òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî èç âñåõ 2(n + 1) êîðíåé ïîëîâèíà, ò. å. n + 1 êîðíåé, èìåþò
ôèçè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê èì ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû ω′ + iω′′ ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè è îòðèöàòåëüíûìè ìíèìûìè ÷àñòÿìè.
Íàéäåííûå äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìóëüòèïîëåé ` = 2n+1 ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè âìåñòå ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ β = 2πω′′/ω′ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

n l ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ β

0 1 (1/2)(
√

3− i) = 0,866− 0,5 i 3,63

1 3 0,871− 2,16 i
2,758− 0,843 i

15,6
1,92

2 5
0,8689− 3,544 i
2,644− 2,908 i
4,676− 1,048 i

25,6
6,91
1,41

3 7 6,610− 1,201 i 1,14
4 9 8,553− 1,327 i 0,97
5 11 10,50− 1,434 i 0,86

Äëÿ n = 0, 1, 2 çäåñü ïðèâåäåíû âñå n + 1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à äëÿ
n = 3, 4, 5 � òîëüêî êîðíè ñ íàèáîëüøèìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, êî-
òîðûå ê òîìó æå îáëàäàþò íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè äåêðåìåíòà çàòó-
õàíèÿ. Èìåííî ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íàèìåíüøèì äëÿ êàæäîãî n
äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ îòìåòèì êàê ξ◦n, à èõ âåùåñòâåííûå ÷àñòè Re ξ◦n
îáîçíà÷èì ÷åðåç ξn. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èíòåðïðåòàöèè ðå-
çóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó åùå ðàç ïîâòîðèì èõ çíà÷åíèÿ çäåñü â
âèäå òàáëèöû:

n 0 1 2 3 4 5
ξn 0,866 2,76 4,68 6,61 8,55 10,5

6. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ èíòåðâàëà 0 ≤ ξ◦ ≤ 4π, ãäå ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ξ◦ = kR = 4π ñîîòâåòñòâóåò ðàäèóñó ñôåðû, âäâîå
ïðåâûøàþùåìó äëèíó âîëíû. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû ãðà-
ôè÷åñêè. Íà ðèñ.14.3 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè |dn(ξ◦)| äëÿ íîìåðîâ îò
n = 0 äî n = 8, âíîñÿùèõ ó÷èòûâàåìûé âêëàä â èçëó÷åíèå äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðà ξ◦. Âèäíî, ÷òî ïðè ξ◦ ¿ 1 èçëó÷åíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îäíèì êîýôôèöèåíòîì d0(ξ◦), êàê óæå îòìå÷àëîñü
âûøå. Ïðè óâåëè÷åíèè ξ◦ â èçëó÷åíèå íà÷èíàþò âíîñèòü âêëàä ìóëü-
òèïîëè ñ áîëåå âûñîêèìè íîìåðàìè. Íàïðèìåð, ïðè ξ◦ = π óæå ðàâíî-
öåííû ìóëüòèïîëè ñ íîìåðàìè ` = 1 è ` = 3 (äèïîëü è îêòóïîëü).
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π 2 π 3 π 4 π
ξ°

2

4

6
d

0

1
2

3

4
5

Ðèñ. 14.3

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ξ◦ íà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé àíòåííû çàìåòíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî îãðàíè÷åííîå ÷èñëî
ìóëüòèïîëåé. Òàê â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå ξ◦ ìû ó÷èòûâàåì íî-
ìåðà îò n = 0 äî n = 8.

Áåçðàçìåðíàÿ ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ò. å. ôóíêöèÿ

J =
< J >

(1/2)cπE2
=

1
ξ◦2

8∑
n=0

|dn(ξ◦)|2

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 14.4. Çäåñü, êàê è íà äâóõ ñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ,
øòðèõîâûìè ëèíèÿìè óêàçàíû ïîëîæåíèÿ îãîâîðåííûõ âûøå ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ξ◦ äëÿ ïåðâûõ ìóëüòèïîëåé ñ íîìåðàìè îò n = 0 äî n = 5.
Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòî-
òû óâåëè÷èâàåòñÿ ïî÷òè ìîíîòîííî.

π 2 π 3 π 4 π
ξ°

0.25

0.5

0.75

1

J

Ðèñ. 14.4

Çäåñü íåò ÿâíûõ ðåçîíàíñíûõ ïèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì êî-
ëåáàíèÿì ïîëÿ øàðà, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ èõ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ëîãà-
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ðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ. Íåáîëüøèå âîëíîîáðàçíûå âîçìó-
ùåíèÿ õîäà êðèâîé J(ξ◦) ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëîæåíèÿìè ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò � â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóåò
ëîêàëüíî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé dJ/dξ◦.

Îáðàòèìñÿ ê òîêó íà ñôåðå, çàäàâàåìîìó âûðàæåíèåì (14.34). Îò-
ñþäà âèäíî, ÷òî êàæäîìó ìóëüòèïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ñòîÿ÷àÿ âîëíà òî-
êà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ñôåðå ïðîïîðöèîíàëüíî P 1

` (cos θ) ñ àìïëèòóäîé,
îïðåäåëÿåìîé ïðîèçâåäåíèåì Λn(ξ◦) = dn(ξ◦)h1

2n+1(ξ
◦). Òàê êàê Λn(ξ◦)

âåëè÷èíà êîìïëåêñíàÿ, êàæäàÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé
íà÷àëüíîé ôàçîé, ïîýòîìó ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü òîêà (14.34) íå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñòîÿ÷åé âîëíû. Îòíîñèòåëüíûé âåñ êàæäîãî ìóëüòèïîëÿ â ðàñ-
ïðåäåëåíèè òîêà ïî ñôåðå õàðàêòåðèçóþò ôóíêöèè |Λn(ξ◦)| , ïðåäñòàâ-
ëåííûå íà ðèñ. 14.5 (â âèäå Λ(ξ◦), íîìåðà n = 0, . . . , 5 íà ãðàôèêàõ
íå ïðîñòàâëåíû). Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ÷åòêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì,
íàõîäÿùèéñÿ âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Òàêèì îá-
ðàçîì, â ðàñïðåäåëåíèè òîêà ïî ñôåðå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïðîÿâëÿþò
ñåáÿ äîñòàòî÷íî ÷åòêî, õîòÿ â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ïî ìóëüòèïî-
ëÿì ýòà ÷åòêîñòü îñëàáëÿåòñÿ, êàê âèäíî èç ðèñ. 14.6.

π 2 π 3 π 4 π
ξ°

0.3

0.6

0.9
Λ

π 2 π 3 π 4 π
ξ°

0.1

0.2

0.3

0.4
iθ

Ðèñ. 14.5 Ðèñ. 14.6

Çäåñü ìîäóëü êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà â
òî÷êå θ0 = π/2 + π/10, ò. å.

iθ(θ0) =

∣∣∣∣∣
8∑

n=0

dn(ξ◦)b2n+1h2n+1(ξ◦)P 1
2n+1(cos θ0)

∣∣∣∣∣
ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèÿ îò ξ◦. Óãîë θ0 âçÿò íåìíîãî â ñòîðîíå îò ìå-
ñòà ïðèëîæåíèÿ ñòîðîííåé ÝÄÑ, ÷òîáû èçáåæàòü èñêóññòâåííîé òðóä-
íîñòè, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âûøå.

Íàêîíåö, âëèÿíèå âûñøèõ ìóëüòèïîëåé íà óãëîâóþ èíòåíñèâíîñòü
èçëó÷åíèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì äèàãðàììàìè íàïðàâëåííîñòè ðàññìàòðè-
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âàåìîé àíòåííû.

0.050.10.150.20.250.3

0.1

0.2

0.3

0.4

θ

0.511.52
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7

θ

Ðèñ. 14.7 Ðèñ. 14.8

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ξ◦ = π ðàâíîïðàâíîå ó÷àñòèå â èçëó÷åíèè
ïðèíèìàþò ìóëüòèïîëè ñ íîìåðàìè ` = 1, ` = 3, à ïðè ξ◦ = 1.5π, êàê
âèäíî èç ðèñ. 14.3, ðàâíîöåííû óæå òðè ìóëüòèïîëÿ. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îáðàçîì ýòî îòðàæàåòñÿ íà äèàãðàììàõ íàïðàâëåííîñòè, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íà ðèñ. 14.7 (ξ◦ = π) è ðèñ. 14.8 (ξ◦ = 1.5π) äëÿ ïîëóñôåðû
0 ≤ θ ≤ π/2.
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