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Предисловие

В данном издании собраны задачи, предлагавшиеся сту-
дентам физического и геолого-геофизического факульте-
тов НГУ на потоковых контрольных и письменных экза-
менационных работах по электродинамике в течение 2017–
2020 годов. Задачи для вариантов отбирались всеми препо-
давателями, ведущими курс. Необходимые 6–7 задач вы-
бирались из большого числа предлагаемых на конкурсной
основе и оценивались в баллах в зависимости от трудно-
сти: очень легкие – 2–3 балла, очень трудные – 6–7 баллов.
Границы оценок устанавливались в баллах в зависимости
от набора задач в варианте.

При оценивании решения письменного экзамена преду-
смотрена оценка-автомат «отлично». Дело в том, что при
сдаче устного экзамена учитываются результаты письмен-
ного. Получивший на письменном экзамене оценку-авто-
мат «отлично» освобождается от устного экзамена, и ему
выставляется итоговая оценка «отлично» в том случае, ес-
ли студент написал работу на ступень выше «пятерки».
При этом обязательным условием является получение оцен-
ки «отлично» за работу в семестре.
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Условия задач

2017/2018 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Задача 1

Дуга радиусом R с угловым размером,
показанным на рисунке (α “ 60˝), равно-
мерно заряжена с линейной плотностью
заряда κ. Найти электрическое поле в центре координат
(в точке O). (3 б.)

Задача 2

Вычислить поток поля E от точечного
заряда q через боковую поверхность кону-
са, показанного на рисунке (3 б.)

Задача 3

Боковая поверхность непроводящего
цилиндра радиусом R длиной L равно-
мерно заряжена зарядом q. К одному из
оснований приклеена соосно непроводя-
щая полусфера с тем же радиусом, равно-
мерно заряженная зарядом ´q. Найти дипольный момент
получившейся системы зарядов. (4 б.)
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Условия задач

Задача 4

Внутрь плоского конденсатора вставили электрет-брусок,
состоящий из частиц с дипольными моментами d0, ориен-
тированными одинаково и ортогонально пластинам кон-
денсатора; площадь пластин S, а расстояние между ни-
ми h !

?
S. Число частиц в единице объема n0. Разме-

ры электрета совпадают с размерами конденсатора. Пла-
стины конденсатора замыкают проводником. Какой заряд
протечет через проводник? (2 б.) Какое количество тепла
выделится в проводнике? (+2 б.)

Указание. Считать, что потери энергии на излучении
пренебрежимо малы.

Контрольная работа 1.1, вариант 2

Задача 1

Дуга радиусом R с угловым разме-
ром, показанным на рисунке (α “ 60˝),
равномерно заряжена с линейной плотно-
стью заряда κ. Найти электрическое поле
в центре координат (в точке O). (3 б.)

Задача 2

Непроводящая сфера радиусом
R заряжена поверхностным заря-
дом, распределенным по закону σ “
σ0ˆ ˆ cos θ (угол θ отсчитывается

от оси z). Центр сферы находится в начале координат –
точке O. Найти поток электрического поля внутри сферы
через плоскость z “ 0. (3 б.)

8



2017/2018 Контрольная работа 1.2, вариант 1

Задача 3

Одно из оснований непроводящего ци-
линдра радиусом R длиной L равномерно
заряжено зарядом q, а к другому прикле-
ена соосно непроводящая полусфера с тем
же радиусом, равномерно заряженная за-
рядом ´q. Найти дипольный момент по-
лучившейся системы зарядов. (4 б.)

Задача 4

В незаряженный короткозамкнутый плоский конденса-
тор вставили электрет-брусок, состоящий из частиц с ди-
польными моментами d0, ориентированными ортогональ-
но пластинам конденсатора; площадь пластин S, а рас-
стояние между ними h !

?
S. Концентрация частиц n0.

Размеры электрета совпадают с размерами конденсатора.
Какой заряд протечет через проводник (2 б.)? Какая рабо-
та совершается на введении электрет-бруска в конденсатор
(+2 б.)?

Указание. Считать, что потери энергии на излучении
пренебрежимо малы.

Контрольная работа 1.2, вариант 1

Задача 1

Внутри проводящей заземленной сфе-
ры радиусом R расположена дуга радиу-
сом a и углового размера α, заряженная
с плотностью κ. Сфера и дуга имеют об-
щий центр. Найти потенциал в центре сферы. (3 б.)

Задача 2

Ток бежит по замкнутому плоскому контуру, состав-
ленному из дуги окружности радиусом a и двух прямых
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Условия задач

участков (на рисунке изображены толстыми линиями).
1) Найти величину и направление по-

ля BpOq в точке O, если известно, что по-
ля в центре кругового витка радиусом a

и квадратного витка со стороной 2a при
прохождении такого же тока равны соот-
ветственно BO и BП (1 б.). 2) Выразить

BП через I и a. (+2 б.)

Задача 3

Ток I течет по контуру ABCDEA, как
показано на рисунке (координаты точек
A, B, C, D и E равны соответственно:

pa, a, 0q, p0, a, 0q, p0, 0, aq и pa, 0, 0q). Используя калибров-
ку divA “ 0 и условие Ap8q “ 0, найти вектор-потенциал
(Ax, Ay, Az) в точке с координатами pb, b, bq, если b " a.
(4 б.)

Задача 4

Конец провода с током I0 касается по-
лубесконечной тонкой однородной прово-

дящей поверхности в точке, удаленной на расстояние a от
ее края. Найти распределение поверхностных токов iprq.
(4 б.)

Контрольная работа 1.2, вариант 2

Задача 1

Снаружи от проводящей заземленной
сферы радиусом R расположена дуга ра-
диусом a с зарядом Q. Сфера и дуга имеют

общий центр. Найти заряд на сфере. (3 б.)

10



2017/2018 Контрольная работа 1.2, вариант 2

Задача 2

По замкнутому плоскому контуру, со-
ставленному из дуги окружности ради-
усом R и хорды, на которую опирается
угол π

2
(на рисунке изображены толсты-

ми линиями), бежит некоторый ток I. 1) Найти величину
и направление поля BpOq в центре окружности, если из-
вестно, что поля в центре кругового витка радиусом R и
квадратного витка со стороной a “ R

?
2 при прохождении

тока I равны соответственно B и B (1 б.). 2) Выразить B

через I и a. (+2 б.)

Задача 3

Ток I течет по контуру ABCDEA, как
показано на рисунке (координаты точек
A, B, C, D и E равны соответственно:
p0, 0, aq, pa, 0, aq, pa, 0, 0q, p0, a, 0q и p0, a, aq). Найти вектор-
потенциал (Ax, Ay, Az) в точке с координатами pb, b, 0q,
если b " a.
Примечание: Использовать калибровку divA “ 0, а также
считать, что на бесконечности вектор-потенциал стремит-
ся к нулю. (4 б.)

Задача 4

Конец провода, по которому течет
ток I0, касается тонкой однородной
проводящей поверхности, занимающей
область z “ 0, x ě 0, y ě 0 в точке, равноудаленной на
расстояние a от ее краев. Найти распределение поверх-
ностных токов iprq. (4 б.)
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Условия задач

Экзаменационная работа 1

Задача 1

В соленоид длиной l с сечением S (l "
?
S) с числом

витков N вставлен проводящий сердечник той же длины,
с сечением s ă S с магнитной проницаемостью µ. Найти
индуктивность соленоида а) для постоянного тока (1 б.);
б) при сильном скин-эффекте (переменный ток). (+2 б.)

Задача 2

Цилиндр, однородно заряженный по объему (длина h,
радиус a, заряд q), закрутили с частотой ω вокруг своей
оси. Найти магнитный момент цилиндра (2 б.) и магнитное
поле Bprq на больших расстояниях от цилиндра (R " h, a).
(+1 б.)

Задача 3

Вдоль оси полого цилиндрическо-
го проводника радиусом a течет ток I,

равномерно распределенный по поверхности. Ось провод-
ника лежит на плоской границе двух сред с магнитными
проницаемостями µ1 и µ2, а пространство внутри провод-
ника заполнено воздухом. Найти распределение молеку-
лярных токов J на границе проводника и магнетиков.
(3 б.)

Задача 4

В воздухе над плоской границей
раздела «воздух-сверхпроводник» рас-
положена непроводящая спица, на кон-
цах которой находятся одинаковые по

модулю и разные по знаку заряды. Один конец спицы вра-
щают вокруг другого со скоростью v ! c. Найти, каким
будет относительное изменение (∆F {F ) силы притяжения

12



2017/2018 Экзаменационная работа 1

спицы к сверхпроводнику, если спицу остановить. Рассто-
яние от спицы до границы раздела много больше длины
спицы. Потерями энергии на излучение пренебречь. (5 б.)

Задача 5

Бесконечная в направлении z

(см. рисунок) полость с прямо-
угольным сечением образована сверх-
проводящими стенками, одна из ко-
торых представляет собой плоский поршень, способный
перемещаться по направлению x. В начальном положении
поршня пустая область имеет размеры a ˆ a и заполнена
однородным магнитным полем B “ B0ez. Затем поршень
двигается влево до окончательного положения a{3, пока-
занного пунктиром. Найти: 1) магнитное поле B1 в поло-
сти a ˆ a{3 (1 б.); 2) работу, необходимую для приведения
поршня в конечное положение. (+2 б.)

Задача 6

Два одинаковых соосных коль-
ца радиусом R находятся на рас-
стоянии l друг от друга. Най-
ти изменение их взаимной индук-
тивности ∆L12, если на оси между кольцами посередине
поместить шарик радиусом a ! l, R с магнитной проница-
емостью µ. (6 б.)

Задача 7

Вокруг постоянного магнита
в форме шара радиусом a за-
креплён центрированный с ним
виток тонкого провода радиусом
b, в который встроен источник, поддерживающий посто-
янный ток I. Шар однородно намагничен, так что вектор

13



Условия задач

намагниченности M внутри шара перпендикулярен плос-
кости витка. Какую работу совершит источник тока, если
шар повернуть на 180˝ вокруг своей оси так, что вектор
M поменяет направление на противоположное? Ток I счи-
тать слабым и не влияющим на величину M . (6 б.)

Контрольная работа 2.1, вариант 1

Задача 1

Зная спектральную плотность сигнала
fpωq, задаваемого функцией fptq (сплош-
ная линия), найти спектральную плот-
ность Φpωq, «симметричного» сигнала

Φptq, представленного пунктирной кривой. (2 б.)

Задача 2

На бесконечно тонкую пластину
падает по нормали волна с круго-
вой поляризацией. На нее нанесены

параллельные проводящие дорожки с шагом, много мень-
шим длины волны, так, что выполняется закон Ома (по-
верхностный ток ix,y “ σx,y ¨Ex,y), а поверхностная прово-
димость анизотропна σx “ σ˚, σy “ 0. Найти коэффици-
ент отражения волны по интенсивности. (3 б.)

Задача 3

Из воздуха на пластинку с пока-
зателем преломления n, покрытую
просветляющим покрытием, падает
по нормали (вдоль оси z) плоская

электромагнитная волна. Показатель преломления и тол-
щина покрытия выбраны так, чтобы отражённой волны не
было (при этом толщина покрытия выбрана минимально
возможной). На границе «воздух–покрытие» (при z = 0)
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2017/2018 Контрольная работа 2.1, вариант 2

электрическое поле равно E0ex cosωt. Найти электриче-
ское поле в центре покрытия. (4 б.)

Задача 4

Левая часть pz ď 0q длинного волновода прямоуголь-
ного сечения с идеально проводящими стенками заполнена
диэлектриком с проницаемостью ε “ 2 pµ “ 1q, а правая
часть pz ą 0q – пуста. Слева, вдали от границы, возбуж-
дают E11-волну, распространяющуюся вдоль оси z на ча-
стоте ω “ 2ω11, где ω11 – критическая. Определите ко-
эффициент отражения этой волны по интенсивности R от
границы раздела «диэлектрик–пустота». (5 б.)

Контрольная работа 2.1, вариант 2

Задача 1

Зная спектральную плотность сигнала
fpkq, задаваемого функцией fpxq (сплош-
ная линия), найти спектральную плот-
ность Φpkq «симметричного» сигнала Φpxq, представлен-
ного пунктирной кривой. (2 б.)

Задача 2

На бесконечно тонкую пластину
падает по нормали линейно поляри-
зованная волна. На пластину нанесены параллельные про-
водящие дорожки с шагом, много меньшим длины вол-
ны, так, что выполняется закон Ома (поверхностный ток
ix,y “ σx,y ¨ Ex,y), а поверхностная проводимость анизо-
тропна σx “ σ˚, σy “ 0. Найти коэффициент отражения
волны по интенсивности, если волна поляризована под уг-
лом α к направлению дорожек. (3 б.)
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Условия задач

Задача 3

Из воздуха на пластинку с показате-
лем преломления n, покрытую просвет-
ляющим покрытием, падает по нормали

(вдоль оси z) плоская электромагнитная волна. Показа-
тель преломления и толщина покрытия выбраны так, что-
бы отражённой волны не было (при этом толщина покры-
тия выбрана минимально возможной). На границе «воз-
дух–покрытие» (при z “ 0) электрическое поле равно
E0ex cosωt. Найти электрическое поле в точке с коорди-
натой z, равной 1/3 толщины покрытия (см. рисунок).
(4 б.)

Задача 4

Левая часть pz ď 0q длинного волновода прямоуголь-
ного сечения с идеально проводящими стенками заполнена
диэлектриком с проницаемостью ε “ 2, pµ “ 1q, а правая
часть pz ą 0q – пуста. Слева, вдали от границы, возбуж-
дают E11-волну, распространяющуюся вдоль оси z на ча-
стоте ω “ 2ω11, где ω11 – критическая. Определите ко-
эффициент отражения этой волны по интенсивности R от
границы раздела «диэлектрик–пустота». (5 б.)

Контрольная работа 2.2, вариант 1

Задача 1

Коэффициент отражения ЭМ вол-
ны по интенсивности от полупрозрач-

ной тонкой пластинки равен R, а коэффициент прохожде-
ния по интенсивности равен T . Часть энергии поглощается
в пластинке pR ` T ă 1q. ЭМ волна интенсивности I0 па-
дает слева на две такие пластинки, находящиеся на рас-
стоянии много больше продольной длины когерентности
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2017/2018 Контрольная работа 2.2, вариант 1

волны. Найти, какая интенсивность поглощается в первой
пластинке. (3 б.)

Задача 2

В центре стеклянного шара (ра-
диус 3R, показатель преломления
3/2) находится воздушная полость
радиусом R. В центре полости на-
ходится маленький предмет. Найти
расстояние от предмета до его изоб-
ражения и соотношение между размерами изображения и
размерами самого предмета. (3 б.)

Задача 3

Плоская монохроматическая волна
с длиной волны λ падает по нормали
на плоский непрозрачный экран с от-
верстием в виде кольца с внутренним

радиусом ρ0 “
b

λa
3

, где a – расстояние до точки наблюде-
ния P. Найти минимальный внешний радиус кольца ρ, при
котором интенсивность света в точке P в 4 раза больше,
чем в отсутствие экрана. (4 б.)

Задача 4

Точечный монохроматический ис-
точник света с длиной волны λ,
линейно-поляризованного вдоль оси x,
находится на расстоянии a от плоскости yz, b – от плоско-
сти xz и L pL " a, bq – от плоскости xy (см. рисунок). Плос-
кости xz и yz – зеркальные. Найти распределение интен-
сивности Ipx, yq на плоскости xy, если интенсивность, со-
здаваемая источником в отсутствие зеркал, равна I0. (5 б.)
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Условия задач

Контрольная работа 2.2, вариант 2

Задача 1

Коэффициент отражения ЭМ вол-
ны по интенсивности от полупрозрач-

ной тонкой пластинки равен R, а коэффициент прохож-
дения по интенсивности равен T . Часть энергии поглоща-
ется в пластинке pR ` T ă 1q. ЭМ волна интенсивности
I0 падает слева на две такие пластинки, находящиеся на
расстоянии много больше продольной длины когерентно-
сти волны. Найти, какая интенсивность поглощается во
второй пластинке. (3 б.)

Задача 2

В полубесконечном пространстве, за-
полненном стеклом с показателем пре-
ломления 3/2 находится воздушная по-
лость радиусом R. Центр полости распо-

ложен на расстоянии 3R от поверхности стекла. В цен-
тре полости находится маленький предмет. Наблюдатель
смотрит на предмет со стороны воздуха. Найти расстояние
от поверхности стекла до изображения предмета и соотно-
шение между размерами изображения и размерами самого
предмета. (3 б.)

Задача 3

Плоская монохроматическая волна
с длиной волны λ падает по норма-
ли к плоскости непрозрачного кольца

с внутренним радиусом ρ0 “
b

2λa
3

, где a – расстояние до
точки наблюдения P . Найти минимальный внешний ради-
ус кольца ρ, при котором интенсивность света в точке P

будет такой же, как в отсутствие экрана. (4 б.)
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Задача 4

Точечный монохроматический ис-
точник света с длиной волны λ,
линейно-поляризованного вдоль оси y,
находится на расстоянии a от плоско-
сти yz, b – от плоскости xz и L pL " a, bq – от плоскости
xy (см. рисунок). Плоскости xz и yz – зеркальные. Най-
ти распределение интенсивности Ipx, yq на плоскости xy,
если интенсивность, создаваемая источником в отсутствие
зеркал, равна I0. (5 б.)

Экзаменационная работа 2

Задача 1

Плоская монохроматическая волна падает по нормали
из одного диэлектрика в другой с показателями прелом-
ления n1, n2 соответственно. Магнитные проницаемости
обоих диэлектриков равны единице, на их плоской грани-
це раздела находится бесконечно тонкий проводник, для
него выполняется закон Ома J “ σ˚E, σ˚ – поверхност-
ная проводимость. Найти коэффициент отражения (для
интенсивности волны). (3 б.)

Задача 2

Плоская монохромати-
ческая волна падает по
нормали на экран с круг-
лым отверстием. В отвер-
стие вставлена зонная пла-
стинка: система непрозрачных концентрических колец, за-
крывающих нечетные зоны Френеля для точки P , находя-
щейся на оптической оси на расстоянии f1 от отверстия.
Перед отверстием поместили рассеивающую линзу с фо-
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Условия задач

кусным расстоянием f2 ą f1. Определить положение фо-
куса образованной оптической системы. (3 б.)

Задача 3

Монохроматическая волна с длиной волны λ интенсив-
ностью I0 падает на экран с круглым отверстием. Для точ-
ки P , находящейся за экраном, отверстие занимает первую
и вторую зоны Френеля. Первую зону перекрыли прозрач-
ным стеклянным диском с показателем преломления n.
При какой минимальной толщине d диска интенсивность
в точке P будет максимальной? (2 б.) Чему равна макси-
мальная интенсивность? (+2 б.)

Задача 4

Линейно поляризованная мо-
нохроматическая волна (вектор

электрического поля направлен по нормали к рисунку) с
длиной волны λ и амплитудой E0 падает на два диэлектри-
ческих шарика (диэлектрическая проницаемость ε), рас-
положенных вдоль волнового вектора волны. Расстояние
между шариками λ{4, радиусы шариков a pa ! λq. Найти
интенсивность рассеянной волны в зависимости от угла в
плоскости рисунка Ipθq. (4 б.)

Задача 5

На периодическую дифрак-
ционную решетку из N щелей c
периодом d падает линейно по-
ляризованная плоская электро-
магнитная волна с длиной вол-
ны λ. Угловое распределение ин-

тенсивности излучения за решеткой равно ILpθq. Найти
угловое распределение интенсивности Ipθq, если к краю
дифракционной решетки поднести зеркало (см. рисунок)
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2018/2019 Контрольная работа 1.1, вариант 1

так, что расстояние от середины крайней щели до плоско-
сти зеркала равно d{2. (5 б.)

Задача 6

Узкий луч радиоизлучения
от периодической решетки (пе-
риод a) из N антенн должен
быть направлен для радиосвязи
со «своим». Как для этого дол-
жен зависеть сдвиг фаз тока в антеннах φj (j – номер
антенны)? (2 б.) Какое минимальное количество антенн N

надо взять, чтобы сигнал практически не попадал к «чу-
жому», находящемуся на расстоянии ∆h? (+1 б.) Размеры
решетки много меньше ∆h, ∆h ! H,R.

Задача 7

Ультрарелятивистский электрон с γ " 1 пролетает плос-
кий резонатор длиной L вдоль линии, перпендикулярной
его пластинам. В резонаторе возбуждена стоячая волна с
большим числом пучностей и амплитудой электрического
поля в пучности 2E0. Оценить потери энергии электрона
на излучение и направление наибольшей интенсивности.
(6 б.)

2018/2019 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Задача 1

В сферической системе координат плотность заряда за-
висит от расстояния до центра координат ρprq “ a2

r2
ρ0 sin

2πr
a

при 0 ď r ď a, ρprq “ 0 при r ą a. Найти напряженность
электрического поля Eprq. (3 б.)
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Условия задач

Задача 2

Кольцо радиусом a заряжено с
неоднородной линейной плотностью
κ “ κ0| sinα|, где α – угол с осью
Ox, проходящей по диаметру коль-

ца. Найти электрическое поле E(x) на оси Ox. (4 б.)

Задача 3

Определить емкость на единицу длины (погонную ем-
кость) цилиндрического конденсатора, радиусы обкладок
которого равны a и b соответственно pa ă bq, а диэлектри-
ческая проницаемость диэлектрика между ними зависит
от расстояния до оси как εprq “ b

r
tg r

a
. (4 б.)

Контрольная работа 1.1, вариант 2

Задача 1

В цилиндрической системе координат плотность заря-
да зависит от расстояния до оси координат как ρprq “
“ a

r
ρ0 cos

2πr
a

при 0 ď r ď a, ρprq “ 0 при r ą a. Найти
напряженность электрического поля Eprq. (3 б.)

Задача 2

На большом расстоянии L от бесконечной равномерно
заряженной нити (линейная плотность заряда κ) находит-
ся незаряженный металлический шар радиусом R pL " Rq.
Найти силу, с которой шар действует на нить. (5 б.)

Задача 3

Определить емкость сферического конденсатора, ради-
усы обкладок которого равны a и b соответственно pa ă bq,
а диэлектрическая проницаемость диэлектрика между ни-
ми зависит от расстояния до оси как εprq “ b2

r2
tg r

a
. (4 б.)
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Контрольная работа 1.2, вариант 1

Задача 1

К кольцу радиусом R, изготовленному
из однородной тонкой проводящей прово-
локи, в двух точках припаяны длинные
прямые проводники, как показано на ри-
сунке. По проводникам течет постоянный ток I (см. рису-
нок). Найти магнитное поле B0 в центре кольца. (3 б.)

Задача 2

Найти ток утечки
I в плоском конденса-
торе с квадратными электродами размером a ˆ a, рас-
стояние между пластинами d ! a (см. рисунок), раз-
ность потенциала между пластинами U . Удельная прово-
димость материала между пластинами зависит от x как
σpxq “ σ0 e

´αx. (4 б.)

Задача 3

Оголенный конец изолированного
провода, по которому течет ток I, по-
гружен в проводящую жидкость, зани-
мающую все пространство. Ток из про-
вода растекается на бесконечность. На
расстоянии l от конца провода находится идеально прово-
дящий pσ “ 8q шар радиусом R pR ă lq. Найти объемную
плотность тока jprq в жидкости. (4 б.)

Задача 4

Поверхность непроводящей pε “ 1q
сферы радиусом R заряжена по закону
σpθq “ σ0 cos θ. Какое итоговое количе-
ство теплоты выделится после того, как сфера из непрово-
дящего состояния перейдёт в проводящее состояние, если
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Условия задач

известно, что в незаряженной сфере такой переход не при-
водит к выделению теплоты? (5 б.)

Контрольная работа 1.2, вариант 2

Задача 1

К кольцу радиусом R, изготовленному
из однородной тонкой проводящей прово-
локи, в двух точках припаяны длинные
прямые проводники, как показано на ри-

сунке. По проводникам течет постоянный ток I (см. рису-
нок). Найти магнитное поле B0 в центре кольца. (3 б.)

Задача 2

Оголенный конец изолированного
провода, по которому течет ток I, по-
гружен в проводящую жидкость, зани-
мающую сферическую полость радиу-
сом R внутри идеального проводника,

и находится на расстоянии l от центра сферической поло-
сти pl ă Rq. Ток из провода растекается на бесконечность.
Найти объемную плотность тока jprq во всем простран-
стве. (4 б.)

Задача 3

Найти плотность за-
ряда ρpzq в плоском

конденсаторе с квадратными электродами размером aˆa,
расстоянием между пластинами d ! a (см. рисунок), раз-
ностью потенциала между пластинами U . Удельная про-
водимость материала между пластинами зависит от z как
σpzq “ σ0 e

´αz. (4 б.)
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Экзаменационная работа 1

Задача 1

Ток I течет по замкнутому контуру, содержащему два
круглых витка радиусов a и b соответственно. Контур це-
ликом лежит в плоскости pxyq. Расстояние между парал-
лельными проводами, соединяющими круглые витки, пре-
небрежимо мало. Найти магнитное поле Bprq в центре вит-
ков и на расстояниях r " b. (3 б.)

Задача 2

По бесконечному соленоиду с круг-
лым сечением площадью S и плотно-
стью намотки n течёт ток I. Снаружи
соленоида на расстоянии r от его оси
находится небольшое тело массы m с
зарядом q. Ток выключают, так что за очень короткое вре-
мя он убывает до нуля. Найти скорость v, приобретаемую
телом после выключения тока pv ! cq. (4 б.)

Задача 3

Над торцом полубесконечного соленоида ра-
диусом R на высоте h " R на его оси распо-
ложен сверхпроводящий шар радиусом a ! h.
Магнитное поле в соленоиде (далеко от его тор-
ца) равно B. Найти силу, действующую на шар
со стороны соленоида. (4 б.)

Задача 4

Какую работу нужно совершить, чтобы привести во
вращение с частотой ω вокруг собственной оси симмет-
рии лёгкую сферу радиусом R, равномерно заряженную
зарядом Q? (5 б.)
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Задача 5

По двум параллельным металличе-
ским пластинам размерами a ! h ! l

вдоль наибольших сторон пропускает-
ся переменный ток в противополож-
ных направлениях. Расстояние между

пластинами 2d ! h. Найти разность между индуктивно-
стью системы при низких частотах тока (скин-эффект сла-
бый) и индуктивностью системы при высоких частотах то-
ка (скин-эффект сильный). (5 б.)

Задача 6

На высоте h над точечным пе-
ременным электрическим диполем
d “ d0 e

iωt ez в плоскости, перпен-
дикулярной оси z, расположен соле-
ноид, свёрнутый в тор радиусом R.
Число витков в соленоиде N , пло-

щадь сечения S p
?
S ! R, hq. Найти ЭДС, возникающую

в соленоиде. (6 б.)

Контрольная работа 2.1, вариант 1

Задача 1

Найти спектральную плотность энер-
гии сигнала, представляющего собой

функцию fpxq “
"

E0, 0 ă x ă a

0, a ă x ă d
,

повторенную N раз с периодом d. Как изменится эта вели-
чина при модуляции исходного сигнала экспонентой eik0x?
(3 б.)
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Задача 2

Найти степень поляризации естественного (неполяри-
зованного) света в воздухе pn “ 1q после отражения под
углом θ0 “ 45˝ от плоской границы среды с показателем
преломления n “

?
2. Степень поляризации принять рав-

ной K “ Is´Ip
Is`Ip

, где Is, Ip – интенсивности соответственно
s (ТЕ) и p (ТМ)-поляризованного света. (3 б).

Задача 3

В пустом волноводе квадратного
сечения aˆa с идеально проводящи-
ми стенками возбуждена электро-
магнитная волна. Известно, что в
точке A с координатами pa{2, a{2, 0q
электрическое поле направлено вдоль оси волновода и
меняется по закону EA “ E0 cos

`

2πc
a
t
˘

¨ ez. Определи-
те электрическое поле EBptq в точке B с координатами
pa{4, a{4, 0q. (4 б.)

Задача 4

Интерферометр состоит из идеаль-
но отражающей поверхности (зеркала)
и расположенной перед ним на рассто-
янии l проводящей плоскости, поверх-
ностный ток в которой удовлетворяет
закону Ома, то есть J “ σ˚E. При ка-
ких значениях σ˚ и l интерферометр не отражает (коэф-
фициент отражения R “ 0) падающую по нормали плос-
кую монохроматическую волну с волновым вектором k?
(5 б.)
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Условия задач

Контрольная работа 2.1, вариант 2

Задача 1

Найти спектральную плотность сиг-
нала, представляющего собой функ-

цию fptq “
"

E0 sinω0t, 0 ă t ă T {2
0, T {2 ă t ă T

,

повторенную N раз с периодом 2π{ω0. (3 б.)

Задача 2

Найти степень поляризации естественного (неполяри-
зованного) света в воздухе pn “ 1q после отражения под
углом θ0 “ 60˝ от плоской границы среды с показателем
преломления n “

?
3. Степень поляризации принять рав-

ной K “ Is´Ip
Is`Ip

, где Is, Ip – интенсивности соответственно
s (ТЕ) и p (ТМ)-поляризованного света. (3 б.)

Задача 3

В пустом волноводе квадратного
сечения aˆa с идеально проводящи-
ми стенками возбуждена электро-
магнитная волна. Известно, что в
точке A с координатами pa{2, a{2, 0q

электрическое поле направлено вдоль оси волновода и ме-
няется по закону EA “ E0 cos

`

2πc
a
t
˘

¨ ez. Определите маг-
нитное поле HBptq в точке B с координатами pa{4, a{4, 0q.
(4 б.)

Контрольная работа 2.2, вариант 1

Задача 1

Найти радиусы интерференцион-
ных колец Ньютона в отраженном свете с длиной волны
λ на воздушном клине между двумя плоско-выпуклыми
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линзами (см. рисунок) с радиусами кривизны R1 и R2.
(3 б.)

Задача 2

Плоская линейно-поляризованная
электромагнитная волна падает по
нормали на непрозрачный экран, в
котором проделаны два точечных
отверстия. Перед отверстиями поместили тонкие полярои-
ды, оси которых параллельны плоскости поляризации па-
дающей волны. На проекционном экране, расположенном
на большом (по сравнению с шириной между отверстия-
ми) расстоянии, наблюдается интерференционная карти-
на. Найти видность V интерференционной картины, если
один поляроид повернуть на угол α, а другой — на угол
β. (4 б.)

Задача 3

Плоская электромагнитная волна с
длиной волны λ и интенсивностью I0
падает по нормали на непрозрачный
экран, в котором имеется круглое про-
зрачное окно радиусом ρ “

?
λa (где a – расстояние до

точки наблюдения), на которое наклеена тонкая круглая
полупрозрачная (т. е. пропускающая половину интенсив-

ности) плёнка радиусом ρ0 “
b

λa
2

(см. рисунок). Опреде-

лите интенсивность в точке наблюдения. (4 б.)

Задача 4

Периодическая цепочка тонких ак-
сиальных линз имеет следующий пери-
од: собирающая линза с фокусным расстоянием 1 см, пу-
стой промежуток длиной 1 см, собирающая линза с фо-
кусным расстоянием 1 см, пустой промежуток длиной x.
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Условия задач

При каких значениях x в системе будет наблюдаться жёст-
кая фокусировка? (То есть траектория входящего луча не
будет монотонно отклоняться от оптической оси, а будет
колебаться). (5 б.)

Контрольная работа 2.2, вариант 2

Задача 1

Найти радиусы интерференционных колец Ньютона в
отраженном свете с длиной волны λ на воздушном клине
между плоско-выпуклой и плоско-вогнутой линзами (см.
рисунок) с радиусами кривизны R1 и R2. (3 б.)

Задача 2

Плоская электромагнитная волна с
длиной волны λ и интенсивностью I0

падает по нормали к плоскости непрозрачного кольца с

внутренним радиусом ρ0 “
b

λa
2

и внешним радиусом

ρ “
?
λa (где a – расстояние до точки наблюдения).

Отверстие в кольце закрыто тонкой полупрозрачной (т. е.
пропускающей половину интенсивности) пленкой (см. ри-
сунок). Определите интенсивность в точке наблюдения.
(4 б.)

Задача 3

Периодическая цепочка тонких ак-
сиальных линз имеет следующий пери-

од: собирающая линза с фокусным расстоянием 1 см, пу-
стой промежуток длиной 1 см, рассеивающая линза с фо-
кусным расстоянием 1 см, пустой промежуток длиной x.
При каких значениях x в системе будет наблюдаться жест-
кая фокусировка? (То есть траектория входящего луча не
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будет монотонно отклоняться от оптической оси, а будет
колебаться). (5 б.)

Экзаменационная работа 2

Задача 1

Наблюдатель в наземной обсер-
ватории видит космический корабль,
движущийся прямо от него со скоростью v вдоль оси x,
а также далекую звезду под углом θ к оси x. Под каким
углом θ1 к оси x видна эта звезда для космонавта, находя-
щегося на космическом корабле? (3 б.)

Задача 2

В непрозрачном экране имеет-
ся квадратное отверстие, в которое
вставлена достаточно толстая квад-
ратная стеклянная пластина с раз-
мерами, как у отверстия. Показа-
тель преломления стеклянной пла-
стины n “ 2. На экран падает плоская ЭМ волна по нор-
мали с длиной волны λ. На оси z, проходящей через центр
квадратного отверстия, перпендикулярно плоскости экра-
на, в точке P регистрируется излучение интенсивностью
I0. Стеклянную пластину отшлифовали (сделали тоньше)
следующим образом: у первой четверти квадрата толщину
стекла уменьшили на λ

8
, у второй четверти – на 2λ

8
“ λ

4
,

у третьей – на 3λ
8

, у четвертой – на 4λ
8

“ λ
2
. Какой стала

интенсивность в точке P? (4 б.)

Задача 3

На периодическую дифракционную решетку из 2N ще-
лей (ширина щелей a) с периодом d падает по нормали
плоская ЭМ волна с амплитудой E0 и длиной волны λ. В
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Условия задач

нижние N щелей вставили прозрачные пластинки толщи-
ной h с показателем преломления n. Найти угловое рас-
пределение интенсивности Ipθq, отражением от пластинки
пренебречь. (4 б.)

Задача 4

Заряд e движется вдоль оси z по закону zptq “ 2a ¨
cospωtq ¨ cosp∆ωtq. Найти усредненное по времени угловое
распределение мощности излучения

@

dI
dΩ

D

. (4 б.)

Задача 5

Периодическая решетка из
четырех одинаковых синфазных
штыревых антенн, ориентиро-
ванных перпендикулярно плос-

кости рисунка, имеет диаграмму направленности излуче-
ния на длине волны λ, показанную на рисунке. Определите
расстояние a между двумя соседними антеннами. (4 б.)

Задача 6

Плоская линейно поляризо-
ванная электромагнитная волна
с амплитудой E0 и длиной волны
λ падает по нормали на идеаль-

но проводящую плоскость. На расстоянии a от нее нахо-
дится свободный заряд e массой m. Найти усредненное по
времени угловое распределение интенсивности рассеянно-
го света

@

dI
dΩ

D

в плоскости, перпендикулярной E. (5 б.)

Задача 7

Частица массы m с зарядом q
влетает со скоростью v (v ! c)
под прямым углом в область
постоянного перпендикулярного
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2019/2020 Контрольная работа 1.1, вариант 1

магнитного поля B. Найти потери на излучение ∆E, счи-
тая их малыми по сравнению с кинетической энергией ча-
стицы. (4 б.)

2019/2020 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Задача 1

Бесконечный плоский слой толщины 2a p´a ď z ď aq
заряжен с объёмной плотностью заряда ρpzq “ ρ0

z
a
. Най-

ти напряжённость электрического поля Epzq внутри и вне
слоя. (4 б.)

Задача 2

Однородно заряженная с линейной
плотностью заряда κ нить согнута,
как показано на рисунке (её изгиб об-
разует четверть окружности радиусом
R). Найти значение вектора напря-
женности электрического поля E в центре этой дуги.
(4 б.)

Задача 3

Двугранный угол образован про-
водящими плоскостями y “ 0, x ą 0

и x “ 0, y ą 0. Плоскости электри-
чески изолированы вдоль соединяю-
щего ребра, а между ними приложе-
на разность потенциалов U . Внутренняя часть двугранно-
го угла заполнена средой с диэлектрической проницаемо-
стью ε. Найти поверхностную плотность свободного заря-
да σpxq px ą 0q в плоскости y “ 0. (5 б.)
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Условия задач

Задача 4

Шар радиусом a заряжен с объёмной плотностью ρpθq “
ρ0 cos θ, где θ – угол с осью Oz, проходящей через центр
O шара. Найти электрическое поле Eprq во всём простран-
стве. (6 б.)

Контрольная работа 1.1, вариант 2

Задача 1

Бесконечный плоский слой толщины 2a p´a ď z ď aq
заряжен с объёмной плотностью заряда ρpzq “ ρ0 sinpπz{aq.
Найти напряжённость электрического поля Epzq внутри и
вне слоя. (4 б.)

Задача 2

Однородно заряженная с линей-
ной плотностью заряда κ нить согну-
та, как показано на рисунке (её изгиб
образует четверть окружности ради-
усом R). Найти значение вектора на-

пряженности электрического поля E в центре этой дуги.
(4 б.)

Задача 3

Двугранный угол образован про-
водящими плоскостями y “ 0, x ą 0

и x “ 0, y ą 0. Плоскости электри-
чески изолированы вдоль соединяю-
щего ребра, а между ними приложе-

на разность потенциалов U . Внешняя часть двугранно-
го угла заполнена средой с диэлектрической проницаемо-
стью ε. Найти поверхностную плотность свободного заря-
да σpxq px ą 0q в плоскости y “ 0. (5 б.)
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Контрольная работа 1.2, вариант 1

Задача 1

По сторонам равностороннего треугольника со сторо-
ной a бежит ток I. Найти магнитное поле B в центре тре-
угольника. (4 б.)

Задача 2

Два одинаковых симметрично рас-
положенных проводника имеют заряды
q1, q2 и потенциалы ϕ1,ϕ2 соответствен-
но. Найти матрицу емкостных коэффициентов такой си-
стемы проводников. (4 б.)

Задача 3

По бесконечной тонкой проводящей
пластинке с круговым вырезом бежит
ток, поверхностная плотность которого
вдали от выреза J0 “ J0ex. Найти распределение тока на
всей пластине Jpr,αq. (5 б.)

Задача 4

На некотором расстоянии от плос-
кой границы раздела двух диэлек-
триков с диэлектрическими проница-
емостями ε1 и ε2 находится точечный заряд q (в среде с
проницаемостью ε1). Найти поток Φ напряженности элек-
трического поля E через область границы (включая гра-
ницу), имеющую форму круга с осью, проходящей через
источник, и угловой радиус, видимый из источника, рав-
ный θ. (5 б.)
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Контрольная работа 1.2, вариант 2

Задача 1

По сторонам квадрата со стороной a бежит ток I. Най-
ти магнитное поле B в центре квадрата. (4 б.)

Задача 2

Два одинаковых симметрично рас-
положенных проводника имеют заряды
q1, q2 и потенциалы ϕ1,ϕ2 соответствен-

но. Найти матрицу потенциальных коэффициентов такой
системы проводников. (4 б.)

Задача 3

Круговой вырез в бесконечной тон-
кой проводящей пластине заполнен иде-
ально проводящим тонким диском. По

пластине бежит ток, поверхностная плотность, которого
вдали от выреза J0 “ J0ex. Найти распределение тока на
всей пластине Jpr,αq. (5 б).

Задача 4

На некотором расстоянии от плос-
кой границы раздела двух проводя-
щих сред с проводимостями σ1 и σ2
находится точечный источник тока

I0 (в среде с проводимостью σ1). Найти ток I, протека-
ющий через область границы, имеющую форму круга с
осью, проходящей через источник, и угловой радиус, ви-
димый из источника, равный θ. (5 б.)
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Экзаменационная работа 1

Задача 1

Внутри длинного соленоида радиусом a с равномерной
намоткой, по которой течет постоянный ток, находится со-
осный с ним сердечник той же длины радиусом b, pb ă aq
с магнитной проницаемостью µ. Чему равно отношение
W{W магнитной энергии, сосредоточенной в сердечнике,
к полной магнитной энергии? (2 б.)

Задача 2

Шар радиусом с магнитной проницаемостью µ “ const,
заряженный равномерно по поверхности суммарным заря-
дом Q, вращается с угловой скоростью ωez, относительно
оси, проходящей через центр шара. Найти поле B внутри
и снаружи шара. (4 б.)

Задача 3

Ось полубесконечного соленоида с то-
ком I и плотностью намотки n перпен-
дикулярна плоской границе раздела двух
сред с магнитными проницаемостями µ1 и µ2, а торец со-
леноида находится на границе. Внутри соленоида среда с
µ1. Найти магнитное поле Bprq в обеих средах на большом
расстоянии r от торца ("

?
S, где S – площадь сечения со-

леноида). (4 б.)

Задача 4

Два одинаковых магнита с момен-
тами m1 и ´m1, направленными вдоль
оси y навстречу друг другу, закрепле-
ны на оси y в точках p0, y0q и p0,´y0q.
Третий магнит с моментом m2, на-
правленным по x, расположен на оси x и может переме-
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щаться только вдоль оси x. Найти положение устойчивого
равновесия магнита с моментом m2 на оси x. (4 б.)

Задача 5

По маленькому прямоугольному
контуру длиной b и шириной a те-
чёт переменный ток I “ I0 cosωt.
Найти ЭДС, наводимую в большом

прямоугольном контуре, лежащем в плоскости маленько-
го слева от него так, что правая его сторона параллельна
левой стороне b маленького контура и находится на рас-
стоянии h от неё. Расстояния от маленького контура до
углов большого контура много больше a, b и h. (5 б.)

Задача 6

На два маленьких про-
водящих шарика, закреп-

лённых на расстоянии l друг от друга, направлены узкие
пучки заряженных частиц. Плотность частиц в пучках n,
скорость частиц v, площадь сечения пучков s, заряды ча-
стиц в пучках `e и ˘e, соответственно. Пучки распростра-
няются по оси, соединяющей центры шариков, в противо-
положных направлениях. При попадании на шарики за-
ряды накапливаются на них. Определите напряжённость
магнитного поля Hprq в плоскости, проходящей посере-
дине между шариками перпендикулярно оси, на расстоя-
нии r от оси. Отталкиванием частиц от заряженных ша-
риков пренебречь. (6 б.)

Контрольная работа 2.1, вариант 1

Задача 1

На плоское зеркало в виде
длинной полосы шириной d под уг-
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лом θ к его нормали падает плоская монохроматическая
волна с длиной волны λ. Варьируя размер d, найти мини-
мальный поперечный размер светового пятна на экране,
удаленном от центра зеркала на расстояние l " d (cм. ри-
сунок). (3 б.)

Задача 2

В прямоугольном волноводе с
идеально проводящими стенками се-
чением a на b (a=3 см, b=1 см) рас-
пространяется волна с частотой ω.
Данная частота является максимальной для одномодово-
го режима волновода (то есть если частоту немного увели-
чить, то с такой частотой возможно распространение более
чем одной моды). Найти групповую скорость распростра-
нения такой волны. (3 б.)

Задача 3

Плоская линейно-поляризованная волна падает на плос-
кую границу раздела двух сред. Коэффициент её отра-
жения по интенсивности равен r, а составляющих её s- и
p-волн, соответственно, rs и rp. Найти угол между плос-
костью поляризации падающей волны и плоскостью паде-
ния. (4 б.)

Задача 4

На одну из двух бесконечных иде-
ально проводящих параллельных пла-
стин нанесён слой диэлектрика с ди-
электрической проницаемостью ε тол-
щиной d. В оставшемся слое толщи-
ной a диэлектрическая проницаемость
ε “ 1. При каких a заданная частота ω окажется резо-
нансной для электромагнитных колебаний с векторами E

и H, параллельными пластинам? (5 б.)
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Контрольная работа 2.1, вариант 2

Задача 1

На плоское зеркало в виде длин-
ной полосы шириной d падает по
вертикали плоская монохроматиче-

ская волна с длиной волны λ. Нормаль зеркала наклонена
под углом α к направлению распространения волны (cм.
рисунок). Варьируя размер d, найти минимальный попе-
речный размер светового пятна на экране, удаленном от
центра зеркала на расстояние l " d cosα. (3 б.)

Задача 2

В прямоугольном волноводе с
идеально проводящими стенками
сечением a на b (a “ 3 см, b “ 1 см)
распространяется волна с частотой
ω. Данная частота является макси-

мальной для одномодового режима волновода (то есть ес-
ли частоту немного увеличить, то с такой частотой воз-
можно распространение более чем одной моды). Найти фа-
зовую скорость распространения такой волны. (3 б.)

Задача 3

Плоская линейно-поляризованная волна падает на плос-
кую границу раздела двух сред. Коэффициент её прохож-
дения по интенсивности равен d, а составляющих её s- и
p-волн, соответственно, ds и dp. Найти угол между плос-
костью поляризации падающей волны и плоскостью паде-
ния. (4 б.)

Задача 4

На одну из двух бесконечных идеально проводящих па-
раллельных пластин нанесён слой диэлектрика с диэлек-
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трической проницаемостью ε толщи-
ной d. В оставшемся слое толщиной
a диэлектрическая проницаемость ε “
1. При каких d заданная частота ω

окажется резонансной для электромаг-
нитных колебаний с векторами E и H,
параллельными пластинам? (5 б.)

Экзаменационная работа 2

Задача 1

В плоскости z “ 0 находится плен-
ка (транспарант), амплитудный коэффициент пропуска-
ния которого имеет вид τpxq “ 1 ´ b ` b cosαx, где 0 ă
b ď 0, 5. На транспарант слева нормально падает плоская
монохроматическая волна, амплитуда которой равна E0, а
длина волны λ ! 2π{α. Под какими углами к оси z рас-
пространяются волны на выходе из транспаранта? (3 б.)

Задача 2

Вдоль оси z распространяется
плоская электромагнитная волна,
интенсивность которой, регистри-
руемая в некоторой точке P , лежащей на оси z (при z ą 0),
равна I0. Если в плоскости xy поместить экран 1 с отвер-
стием в виде трех одинаковых сердечек (см. рисунок), то
интенсивность в точке P станет равна I1. Если же вместо
экрана 1 поместить дополнительный к нему экран 2, то
интенсивность станет равна I2. Чему будет равна интен-
сивность I3 в точке P , если вместо экрана 2 поставить его
треть (экран 3 )? (4 б.)
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Задача 3

Тонкая палочка длиной λ{2, равномер-
но заряженная с линейной плотностью за-
ряда κ, вращается с угловой скоростью
ω “ 2πc{λ вокруг оси, расположенной на
расстоянии a ! λ, всё время оставаясь ей
параллельной. Найти усреднённое по вре-
мени угловое распределение dI{dΩ мощ-

ности изучения. (4 б.)

Задача 4

Солнечный парус представляет собой плоскую поверх-
ность из пленки, хорошо отражающей свет. Какова долж-
на быть толщина пленки, чтобы такой парус мог выйти за
пределы солнечной системы (то есть сила давления сол-
нечного света превышала силу гравитационного притяже-
ния)? Плотность пленки 1, 5 г/см3, полная мощность из-
лучения Солнца 3, 8 ¨ 1026 Вт, масса Солнца 2 ¨ 1030 кг,
гравитационная постоянная 6, 67 ¨ 10´11 Нм2/кг2. (4 б.)

Задача 5

Два точечных заряда мо-
гут скользить без трения вдоль
непроводящей спицы, закреплён-

ной в плоскости xy под углом α к оси x (вблизи начала
координат). Среднее расстояние между зарядами равно a.
Вдоль оси x на заряды падает плоская электромагнитная
волна с волновым вектором k, поляризованная вдоль y.
Найти отношение Ix{Iy интенсивностей света, рассеянно-
го вдоль осей x и y (интенсивности измеряются на одном
и том же расстоянии). Взаимодействием зарядов между
собой и с рассеянной волной пренебречь. (5 б.)
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Задача 6

Непрозрачный бесконечный
экран расположен в плоскости
XY . В экране прорезано N ще-
лей pN " 1q, параллельных оси
Y . Ширина щелей a, период рас-
положения b " a. Экран освеща-
ется электромагнитной волной вида E “ E0ey e

ipkz´ωtq.
С другой стороны от экрана, на расстоянии L от него?
λL " Nb, параллельно оси X летит заряженная частица

(заряд q, масса m, скорость v ! c). Максимальная интен-
сивность, создаваемая излучением из щелей на траектории
частицы, равна I0. Оценить полные потери энергии части-
цы на излучение (∆E ! mv2). (5 б.)
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2017/2018 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Решение задачи 1

Из симметрии задачи следует,
что искомое электрическое поле на-
правлено по оси x. Поэтому соглас-
но принципу суперпозиции его абсо-
лютная величина равна интегралу
по длине дуги от x-проекций полей,
создаваемых в точке O элементар-
ными заряженными отрезками на
дуге.

Выделим элементарный отрезок длиной Rdα1 в окрест-
ности точки дуги с координатами (R, α1). На нем сосредо-
точен точечный заряд κRdα1, создающий в точке O поле

dE “ dq

r2
er “ κRdα1

R2
er “ κdα1

R
er

с проекцией на ось x

dEx “ ´κdα1

R
cosα1.
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Суммарное поле равно

Ex “
π´α
ż

α

dEx “ ´κ

R

π´α
ż

α

cosα1dα1 “ 2
κ

R
sinα “ κ

?
3

R
.

В векторном виде

E “ κ

?
3

R
ex.

Решение задачи 2

Искомый поток не зависит от
формы поверхности, натянутой на
окружность в основании конуса.
Поэтому выберем в качестве та-
кой поверхности часть сферы ради-
усом R

?
2, ограниченную указанной

окружностью. Применим формулу
для площади части сферы:

S “ 2πrh,

где r “ R
?
2 – радиус, h “ Rp

?
2´1q – высота части сферы.

Всюду на сфере поле направлено по нормали и равно
по модулю E “ q

2R2 . Поэтому поток поля равен

Φ “ S ¨ E “ 2πR
?
2Rp

?
2 ´ 1q q

2R2
“ p2 ´

?
2qπq.

Решение задачи 3

Поскольку заданная система в целом нейтральна, ее
дипольный момент не зависит от выбора начала коорди-
нат. Поместим плоскость z “ 0 на границу между ци-
линдром и полусферой. Дипольный момент вычисляем по
формуле

d “ pq ¨ zc1 ´ q ¨ zc2qez, (1)
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где zc1 и zc2 – координаты «центров тяжести» цилиндра и
сферы соответственно; zc1 “ L

2
, а zc2 “ ´R

2
. Последнее

можно получить без интегрирования, воспользовавшись
тем геометрическим свойством, что площадь сферической
поверхности шарового сегмента линейна по его высоте:

Sphq “ 2πRh. (2)

Итак,

d “ q

ˆ

L

2
` R

2

˙

ez “ q

2
pL ` Rqez. (3)

Решение задачи 4

До замыкания пластин поле в конденсаторе можно най-
ти из граничного условия на нормальные составляющие
вектора поляризации:

∆Pn “ ´σсв,

где σсв – плотность связанных зарядов электрета.
Внутри электрета

P1n “ d0n0,

снаружи (в пространстве между электретом и пластинами
конденсатора)

P2n “ 0.

В электрете имеются только связанные заряды. Отсю-
да поверхностная плотность зарядов на границах электре-
та

σ0 “ d0n0.
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Тогда поле внутри электрета определяется как супер-
позиция полей от двух противоположно заряженных бес-
конечных плоскостей ∗:

E0 “ 4πσ0 “ 4πd0n0,

а разность потенциалов в зазоре конденсатора

U0 “ E0h “ 4πσ0h “ 4πd0n0h.

После замыкания пластин разность потенциалов меж-
ду пластинами равна нулю. Это означает, что поле элек-
трета компенсируется полем зарядов, натекших на пласти-
ны конденсатора. Плотность этих зарядов

σ “ ´σ0 “ ´d0n0,

а полный натекший заряд

Q “ Sσ “ ´Sd0n0

(отрицательный заряд образуется на пластине, в сторону
которой направлен вектор d0, положительный – на проти-
воположной).

В конечном состоянии поле внутри конденсатора равно
нулю, поэтому и энергия системы равна нулю. В началь-
ном состоянии напряженность поля равна

E0 “ 4πd0n0,

плотность энергии равна

w “ E2
0

8π
“ 2πd20n

2
0,

∗Объемная плотность заряда в электрете равна нулю, поскольку
частицы с дипольными моментами электрически нейтральны.

47



Решения

полная энергия

W “ whS “ 2πhSd20n
2
0. (1)

Система «конденсатор – электрет» замкнутая. Поэто-
му разность энергий равна количеству теплоты, выделив-
шемуся в проводнике.

Контрольная работа 1.1, вариант 2

Решение задачи 1

Ход решения идентичен тому,
который применялся в задаче 1 ва-
рианта 1 (см. на с. 44).

Поэтому суммарное поле равно

Ex “
α2
ż

α1

dEx,

где пределы интегрирования α1 “ ´α, α2 “ α.

Ex “ ´κ

R
sinα1

ˇ

ˇ

ˇ

α

´α
“ ´2κ

R
sinα “ ´κ

?
3

R
.

В векторном виде

E “ ´κ

?
3

R
ex.

Решение задачи 2

Из задач, решаемых на семинарах или входящих в ме-
сячные задания (см., например, задачи 2.8, P20 из [1], 91
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из [3]), известно, что поле внутри заданной сферы одно-
родно и равно ∗

E1 “ ´4π

3
σ0 ¨ ez.

Поток поля через плоскость z “ 0 равен

Φ “ πR2E1 “ ´4π2R2

3
σ0.

Примечание. Полный заряд системы равен нулю. По-
этому из теоремы Гаусса следует, что снаружи от сферы
нет силовых линий, уходящих на бесконечность. Это озна-
чает, что все они замыкаются с одной полусферы на дру-
гую. Отсюда следует, что в плоскости z “ 0 полный поток
поля снаружи равен потоку внутри сферы и отличается
от него по знаку.

Решение задачи 3

Поскольку заданная система в целом нейтральна, ее
дипольный момент не зависит от выбора начала коорди-
нат. Пусть тогда плоскость z “ 0 будет пограничной меж-
ду цилиндром и полусферой. Дипольный момент вычис-
ляем по формуле

d “ pq ¨ zc1 ´ q ¨ zc2qez,
где zc1 и zc2 – координаты «центров тяжести» основания
цилиндра и сферы соответственно. zc1 “ L, а zc2 “ ´R

2

(см. решение задачи 3 варианта 1 на с. 46).
Итак,

d “ q

ˆ

L ` R

2

˙

ez “ q

2
p2L ` Rqez.

∗К этому результату приводит также решение с помощью поли-
номов Лежандра. Угловая зависимость плотности заряда указывает
на то, что выражения для потенциала внутри и снаружи сферы со-
держат полиномы Лежандра 1-й степени.
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Решение задачи 4

Исходно заряд на конденсаторе равен нулю. Поле в
конденсаторе с электретом также равно нулю, но оно скла-
дывается из поля электрета и поля, создаваемого заряда-
ми на пластинах конденсатора. Последний определяется,
как в задаче 4 варианта 1 (см. на с. 48):

Q “ Sσ “ ´Sd0n0

(отрицательный заряд образуется на пластине, в сторону
которой направлен вектор d0, положительный – на проти-
воположной).

Конечная энергия поля системы «конденсатор – элек-
трет» меньше, чем начальная. Поэтому работа внешних
сил на перемещении электрета отрицательна (электрет втя-
гивается внутрь конденсатора). Соединительный провод
считаем идеальным проводником, поэтому на джоулево
тепло энергия не расходуется. Тогда по закону сохранения
энергии работа равна разности энергий системы в конеч-
ном и начальном состояниях:

A “ W 1 ´ W0 “ ´2πhSd20n
2
0,

где энергия W0, запасенная в электрете, определяется так
же, как в задаче 4 варианта 1 (см. на с. 48).

Примечание. Полный заряд, протекающий через про-
водник, здесь тот же, что и в варианте 1. При этом количе-
ство теплоты, выделившееся на активном сопротивлении
проводника, оказывается разным. Противоречия нет, по-
скольку количество теплоты, выделяющееся на нагрузке,
не задается однозначно сопротивлением нагрузки и вели-
чиной прошедшего через нее заряда. В общем случае коли-
чество джоулева тепла определяется также зависимостью
тока от времени.
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Контрольная работа 1.2, вариант 1

Решение задачи 1

Потенциал в центре создается
зарядами на дуге и на сфере. Учи-
тывая равноудаленность всех точек
дуги и сферы от центра, этот потен-
циал выражается как

ϕ0 “ aακ

a
` Q

R
, (1)

где Q – заряд на сфере.
Потенциал и поле всюду вне сферы равны нулю. Такое

решение удовлетворяет уравнению Лапласа и граничным
условиям ϕpRq “ 0, ϕp8q “ 0, поэтому по теореме един-
ственности оно верно. Но из теоремы Гаусса следует, что
это возможно, только если суммарный заряд дуги и сферы
равен нулю. Отсюда заряд на сфере равен

Q “ ´aακ.

Подставим полученное значение в уравнение (1):

ϕ0 “ ακ
´

1 ´ a

R

¯

.

Решение задачи 2

1) Из закона Био – Савара

BpOq “ I

c

ż

dℓ ˆ pro ´ r1q
|ro ´ r1|3

следует, что магнитное поле в точке
O направлено по нормали к плоско-
сти контура с током. Причем из гео-
метрии задачи понятно, что вклад
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двух отрезков составляет одну четвертую часть от поля
квадратного витка. Аналогично вклад дуги составляет од-
ну четвертую часть от поля кругового витка и отличается
по знаку от вклада двух отрезков:

BpOq “ 1

4
pBO ´ BПqez.

2) По закону Био – Савара поле от двух отрезков равно

BП “ 2 I
c

a
ş

0

adℓ
pℓ2`a2q3{2 “ 2 I

c
aℓ

a2
?
ℓ2`a2

ˇ

ˇ

ˇ

ℓ“a

ℓ“0

“ I
?
2

ca
.

Решение задачи 3

На больших расстояниях рабо-
тает дипольное приближение:

A “ m ˆ r

r3
, (1)

где m – магнитный дипольный мо-
мент контура с током.

Определим компоненты вектора m.

m “ I

2c

ż

r1 ˆ dℓ1 “ I

2c

ż

r1 ˆ dr1. (2)

Видно, что i-компонента вектора m получится, если
вычесть i-компоненту из векторов r1 и dr1 или, что то же,
спроецировать контур на плоскость, нормальную по отно-
шению к i-й оси координат:

|mi| “ I

2c

ż

|r1
p ˆ dr1

p|.

Интеграл представляет собой удвоенную площадь Si

фигуры, полученной проецированием контура на указан-
ную плоскость, поэтому

mi “ ISi

c
.

52



2017/2018 Контрольная работа 1.2, вариант 1

Знак компоненты mi определяется направлением век-
тора r1

p ˆ dr1
p: от нас, если направление обхода контура по

ходу часовой стрелки; на нас – если против хода часовой
стрелки. Изображаем проекции контура на плоскостях yz,
xz и xy и вычисляем компоненты вектора m:

mx “ Ia2

2c
, my “ Ia2

2c
, mz “ Ia2

c
.

Подставим компоненты m и r в уравнение (1):

A “ m ˆ r

r3
“ Ia2

2cp3b2q3{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex ey ez
1 1 2

b b b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Ia2
?
3

18cb2
p´1, 1, 0q.

Решение задачи 4

Решим задачу в бо-
лее общем виде, при-
дав пластине однород-
ную конечную удельную
проводимость σ˚. Токи
могут течь только в плоскости пластины. Поэтому и поле
всюду внутри пластины E “ i

σ˚ параллельно ее плоскости.
Далее, придадим пластине сколь угодно малую толщи-

ну h и будем считать, что конец провода утоплен в объ-
ем пластины. Тогда зарядов в объеме пластины нет и они
могут располагаться только на конце провода, на поверх-
ности пластины и на границе x “ 0. Запишем уравнение
Гаусса для цилиндрической области, включающей конец
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провода, но не касающейся поверхности пластины и гра-
ницы x “ 0:

4πQ “
v

E ¨ dS «
s

E ¨ dS “ 1

σ˚
s

i ¨ dS “

“ h
σ˚

ű

r“const

indl “ I0h
σ˚ ,

где Q – точечный заряд, сосредоточенный на конце прово-
да. Отсюда

Q “ I0h

4πσ˚ . (1)

Теперь найдем поле в пластине методом изображений
∗. Решение будем искать как суперпозицию полей, созда-
ваемых в бесконечном слое с проводимостью σ˚ точечным

зарядом-оригиналом Q

и таким же зарядом-
изображением, находя-
щимся симметрично ори-
гиналу относительно плос-
кости x “ 0.

Учтем, что поле Em,
создаваемое отдельно m-м зарядом (m “ 1, 2), ориентиро-
вано по радиусу в плоскости xy (поскольку так же ориен-
тированы соответствующие токи), и величина этого поля
зависит только от радиуса (для отдельного точечного за-
ряда картина силовых линий поля получается симметрич-
ной относительно заряда).

∗В электростатике не существует общего метода изображений
«для токов». Поэтому здесь применяется стандартный метод изоб-
ражений для зарядов и полей.
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Запишем теорему Гаус-
са, выбрав в качестве
области интегрирования
цилиндр радиусом r и высотой h с осью, проходящей через
заряд Qm (на рисунке представлен случай m “ 2 – поля,
создаваемого зарядом-изображением):

{
Em ¨ dS “ 2πrmhEmprmq “ 4πhQm ñ Em “ 2Qmh

rm
erm.

Тогда суммарное поле и плотность тока в пластине рав-
ны соответственно ∗

E “ 2Q

hr1
er1 ` 2Q

hr2
er2, i “ 2Qσ˚

hr1
er1 ` 2Qσ˚

hr2
er2.

Подставив Q из (1), получим для поверхностного тока

iprq “ I0

2πr1
er1 ` I0

2πr2
er2.

Полученный результат не зависит от проводимости и
толщины пластины. Поэтому он применим и к случаю иде-
ально проводящей полуплоскости.

∗Такое решение удовлетворяет уравнениям divE “ 4πρ, rotE “ 0

и div j “ 0 всюду внутри полуплоскости x ą 0 и условию jn “ 0 всю-
ду на границе пластины. По теореме единственности оно является
единственно верным.
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Контрольная работа 1.2, вариант 2

Решение задачи 1

Потенциал внутри сферы одно-
роден (свойство полой замкнутой
проводящей оболочки). По принци-
пу суперпозиции потенциал в цен-
тре сферы:

Q

a
` Q1

R
“ 0 Ñ Q1 “ ´R

a
Q,

где Q1 – заряд, индуцированный на сфере.

Решение задачи 2

1) Совершенно аналогично задаче 2
варианта 2 (см. с. 65) получаем

HpOq “ 1

4
pBO ´ Bqez.

2) По закону Био – Савара поле от от-
резка равно

H “ I
c

a
2
ş

´ a
2

a
2
dℓ

´

ℓ2`pa
2
q2
¯

3{2 “ I
c

a
2
ℓ

pa
2
q2
b

ℓ2`pa
2
q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ℓ“ a
2

ℓ“´ a
2

“ 2
?
2I

ca
.

Решение задачи 3

На больших расстояниях рабо-
тает дипольное приближение:

A “ m ˆ r

r3
, (1)

где m – магнитный дипольный мо-
мент контура с током.
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Изображаем проекции контура на плоскостях yz, xz и
xy и вычисляем компоненты вектора m:

mx “ Ia2

c
, my “ Ia2

c
, mz “ Ia2

2c
.

Подставим компоненты m и r в уравнение (1):

A “ m ˆ r

r3
“ Ia2

2cp2b2q3{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex ey ez
2 2 1

b b 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Ia2
?
2

8cb2
p´1, 1, 0q.

Решение задачи 4

Задача решается аналогично зада-
че 4 варианта 1 (см. на с. 54). Система
зарядов-изображений состоит из трех
точечных зарядов величиной Q,
расположение которых показано на
рисунке. При этом обеспечиваются
условия in “ 0 всюду на границе
проводящей поверхности.

Для поверхностных токов полу-
чается решение

iprq “ I0

2πr2
1

r1 ` I0

2πr2
2

r2 ` I0

2πr2
3

r3 ` I0

2πr2
4

r4,

где векторы ri исходят из i-го заряда в точку наблюдения.
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Экзаменационная работа 1

Решение задачи 1

a) Пустим по соленоиду постоянный ток I. Напряжен-
ность поля внутри соленоида распределится однородно по
его объему, будет направлена вдоль его оси и составит
H “ 4πIn

c
(это можно получить из теоремы Стокса). Тогда

вектор магнитной индукции в сердечнике будет равен

Bµ “ µH “ 4πµIn

c
.

Способ 1. Энергия магнитного поля с одной стороны
равна

W “ LI2

2c
, (1)

с другой

W “ V0w0 ` Vµwµ “ lpS ´ sqH
2

0

8π
` ls

µH2

0

8π
“

“ H2

0

8π
lpS ´ s ` µsq “ p4πnq2

8πc2
lpS ` pµ´ 1qsqI2.

(2)

Сравнивая (1) и (2), находим

L “ 4πnNpS ` spµ´ 1qq “ 4πN2pS ` spµ´ 1qq
l

Способ 2. Суммарный поток поля через все витки со-
леноида равен

Φ “ NppS ´ sqH0 ` sµH0q “ NpS ` spµ´ 1qq4πIn
c

“ LI

c

Индуктивность

L “ 4πnNpS ` spµ´ 1qq “ 4πN2pS ` spµ´ 1qq
l

.
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б) Случай сильного скин-эффекта равносилен условию
µ “ 0, поскольку в объем сверхпроводника магнитное поле
также не проникает:

L “ 4πN2pS ´ sq
l

.

Решение задачи 2

Выделим цилиндрическую трубку
радиусом R толщиной dR. При враще-
нии цилиндра по такой трубке течет
эффективный азимутальный ток с по-
верхностной плотностью

dJ “ ρRωdR.

Элементарный магнитный момент трубки направлен
по оси цилиндра и равен по модулю

dm “ h ¨ dJ ¨ S
c

“ hρωRdR ¨ πR2

c
“ πhρωR3dR

c
.

Момент всего цилиндра получим интегрированием:

m “ πhρω

c

a
ż

0

R3dR “ πhρωa4

4c
“ qωa2

4c
. (1)

Поле на больших расстояниях от цилиндра находим
как поле магнитного диполя:

Bprq “ ´m

r3
` 3

pm ¨ rqr
r5

,

где m “ mez, а m задается выражением (1).
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Решение задачи 3

Решение для поля нужно угадать. Проанализируем ре-
шение вида

BpRq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0, R ă a,

A1I
cR

eα, при R ą a в области 1,

A2I
cR

eα, при R ą a в области 2.

Это решение в объеме удовлетво-
ряет уравнениям Максвелла rotH “
“ 0, divB “ 0. На плоской границе
раздела выполняется граничное усло-

вие ∆Hτ “ 0. Из граничного условия на плоской границе
∆Bn “ 0 получаем A1 “ A2 “ A. Постоянную A нахо-
дим из теоремы Стокса для контура в виде окружности
радиусом R ą a с центром на оси цилиндра:

πR
AI

µ1cR
` πR AI

µ2cR
“ 4π

c
I ñ A “ 4µ1µ2

µ1 ` µ2
.

С учетом выполнения условий теоремы единственности
решение B “ 4µ1µ2I

pµ1`µ2qcRez является единственно верным.
Плотность молекулярных токов на поверхности цилин-

дра находим из условия

∆Bτ1,2 ´ ∆Hτ1,2 “ Bτ1,2 ´ Hτ1,2 “ 4π
c
Jмол1,2 ñ

ñ Jмол1,2 “ µ1µ2I
pµ1`µ2qπa

´

1 ´ 1

µ1,2

¯

“ µ2,1pµ1,2´1qI
πapµ1`µ2q .

Решение задачи 4

В начальном состоянии спица представляет собой элек-
трический и магнитный диполь. Электрический диполь-
ный момент равен

d “ qaex,
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магнитный дипольный момент равен

m “ qωπa2

2πc
ez “ qva

2c
ez.

Силу на электрический диполь находим как силу взаи-
модействия между электрическим диполем-оригиналом и
его изображением:

Fq “ ´3
d2

p2aq4 ez “ ´3
q2

16a2
ez.

Аналогично находим силу на магнитный диполь:

Fm “ 6m2

p2aq4 ez “ 6 ¨ q2v2

4 ¨ 16c2a2ez.

Полная сила равна

Fm ` Fq “ 6m2 ´ 3d2

p2aq4 ez.

В конечном состоянии остается только сила Fq. В обоих
случаях доминирует притяжение.

Абсолютное изменение силы совпадает с ´Fm. Отно-
сительное изменение

∆Fz

Fz

“ ´Fm

Fm ´ Fq

« Fm

Fq

“ v2

2c2
ą 0 p q.

Решение задачи 5

Считаем, что между поршнем и стенками зазора не об-
разуется (для этого достаточно, чтобы на ширине поршня
между ним и стенками имелся контакт хотя бы в одной
точке). Тогда поток магнитного поля в прямоугольном се-
чении сохраняется. Отсюда в конечном положении маг-
нитное поле равно

B1 “ 3B0.
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Работа на перемещении поршня равна разности энер-
гий магнитного поля в начальном и конечном положении:

A “ W1 ´ W0 “ w1V1 ´ w0V0 “

“ B2

1
a2{3´B2

0
a2

8π
L “ 32{3´1

8π
B2

0a
2L “ B2

0
a2L

4π
.

Решение задачи 6

Пустим по первому кольцу ток I. Он создаст в точке
расположения шарика магнитное поле

Он создаст в точке располо-
жения шарика магнитное поле

B0 “ 2πIR2

cr3
.

Это поле создаст намагничение шарика, в результате
чего он приобретет магнитный момент

m “ µ´ 1

µ` 2
a3B0.

Магнитное поле намагниченного шарика в области, за-
нимаемой вторым кольцом, представляет собой поле дипо-
ля. Векторный потенциал этого поля равен

A “ m ˆ r

r3
“ mR

r3
eα. (1)

Поток поля диполя через сечение второго кольца равно
циркуляции вектор-потенциала по контуру кольца:

∆Φ “
ű

A ¨ dℓ “ 2πR ¨ mR
r3

“ 2πR ¨ pµ´1qa3
pµ`2qr3

2πIR2

cr3
R “

“ 4π2pµ´1qR4a3

pµ`2qcr6 I.
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Отсюда находим изменение индуктивности

∆L “ c∆Φ

I
“ 4π2pµ´ 1qR4a3

pµ` 2qr6 ,

где r “
a

R2 ` l2{4.
Решение задачи 7

Дополнительная мощность вы-
рабатывается источником толь-
ко при изменении магнитного по-
тока внутри кольца. По закону
Фарадея в кольце возникает э.д.с. E “ ´ dΦ

cdt
и вырабаты-

вается мощность
P “ IE .

Тогда для дополнительной энергии W , вырабатывае-
мой источником, имеем

dW

dt
“ I∆Φ

cdt
.

Интегрируя по t, получаем

W “ I∆Φ

c
.

Теперь найдем изменение магнитного потока ∆Φ. Его
удобно считать по формуле

∆Φ “ ∆

¿

AM ¨ dℓ,

где циркуляция вычисляется по длине кольца.
Однородно намагниченный шар формирует снаружи

поле магнитного диполя с моментом m “ 4πa3

3
M. Вектор-

потенциал диполя равен

AM “ m ˆ r

r3
“ mb

b3
eα “ m

b2
eα,
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постоянен по модулю вдоль всего кольца.
Тогда

∆Φ “ 2πb
m ´ p´mq

b2
“ 4πm

b
“ 4πM

b
¨ 4πa

3

3
“ 16π2a3M

3b
.

Искомая работа равна

A “ W “ 16π2a3MI

3bc
.

Контрольная работа 2.1, вариант 1

Решение задачи 1

Запишем преобразование Фурье от функции fp´tq:

f´pωq “ 1?
2π

8
ş

´8
fp´tq e´iωt dt “ 1?

2π

´8
ş

8
fpt̃q eiωt̃ dt̃ “

“ ´ 1?
2π

8
ş

´8
fpt̃q eiωt̃ dt̃.

Сравнивая подынтеграль-
ные выражения fpt̃q eiωt̃ и
fptq e´iωt, замечаем, что их
действительные части совпа-
дают, а мнимые – отличают-
ся по знаку. Поэтому Фурье-

образы связаны соотношением

f´pωq “ ´f˚pωq.

По теореме о сдвиге искомый Фурье-образ равен

F pωq “ ´f˚pωq eiωτ .
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Решение задачи 2

Волну с круговой поляризацией
можно представить как суперпози-
цию двух линейно поляризованных
волн, электрические поля в которых
ориентированы по x и y соответственно. Волна с Ey про-
ходит сквозь пластину без отражения, так как по условию
эта волна не вызывает в пластине никаких токов. Для вол-
ны с Ex выполняются следующие граничные условия

E0 ` E1 “ E2

H0 ` H1 ´ H2 “ 4π
c
i,

где индексы «0», «1» и «2» относятся к падающей, отра-
женной и прошедшей волнам соответственно.

Учитывая связь H “ n ˆ E, выразим во втором урав-
нении Hi через Ei:

E0 ` E1 “ E2

E0 ´ E1 ´ E2 “ 4π
c
i.

Подставим i “ σ˚E2:

E0 ` E1 “ E2

E0 ´ E1 ´ E2 “ 4π
c
σ˚E2.

Решая систему относительно неизвестных E1 и E2, по-
лучим

E1 “ 1

1 ` c
2πσ˚

E0.

Интенсивность в падающей циркулярно поляризован-
ной волне вдвое выше, чем в линейно поляризованной с

65



Решения

Ex, поэтому

R “ 1

2
`

1 ` c
2πσ˚

˘2
.

Решение задачи 3

С учетом отсутствия отраженной волны граничные усло-
вия на верхней границе принимают вид

E0 “ E2 ` E3

H0 “ H2 ` H3,

где индексы «0», «2» и «3» относят-
ся к падающей, прошедшей и отра-

женной от нижней границы волнам соответственно.
Учитывая связь H “ nenˆE, выразим во втором урав-

нении Hi через Ei:

E0 “ E2 ` E3

E0 “ n2E2 ´ n2E3

с решением
E2 “ n`1

2n2
E0

E3 “ n´1

2n2
E0.

Одно из условий просветления оптики – k2d “ π
2
. Тогда

поле на половине глубины пленки равно

E2 e
ik2d{2 `E3 e

´ik2d{2 “ pn2`1q eiπ4 `pn2´1q e´iπ
4

2n2
E0 e

iωt “

“
?
2pn2`iq
2n2

E0 e
iωt .

Выделяя действительную часть и учитывая второе усло-
вие просветления pn2 “ ?

nq, получаем

E “
?
n cosωt´sinωt

2
?
n

E0

?
2.
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Решение задачи 4

E11-волна раскладывается на четыре плоских TM-волны:

E11pr, tq “ E0 sin
π
a
x sin π

b
y eipkzz´ωtq “

“ E0

4
eipkxx`kyy`kzz´ωtq `E0

4
eipkxx´kyy`kzz´ωtq `

`E0

4
eip´kxx`kyy`kzz´ωtq `E0

4
eip´kxx´kyy`kzz´ωtq,

где kx “ π
a
, ky “ π

b
.

Направления каждой плоской волны различны, но угол
падения одинаковый и определяется условием

k2x ` k2y

k2
“ sin2 θ0.

Учтем, что k2x ` k2y “
`

π
a

˘2 `
`

π
b

˘2 “ ω2

11

c2
, k “ ω

c
. Тогда

sin θ0 “ ω11

ω
“ 1

2
θ “ 30˝.

По закону преломления

sin θ2

sin θ0
“ n “

?
2 ñ sin θ2 “

?
2

2
, θ2 “ 45˝.

Коэффициент отражения отдельно для каждой плос-
кой волны определяется формулой Френеля

ζ “ tgpθ0 ´ θ2q
tgpθ0 ` θ2q “ tgp´15˝q

tgp75˝q .

По принципу суперпозиции таким коэффициентом от-
ражения обладает и E11-волна. Искомый коэффициент от-
ражения по интенсивности равен

R “ ζ2 “ tg2 15˝

tg2 75˝ « 0, 005.
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Контрольная работа 2.1, вариант 2

Решение задачи 1

Запишем преобразование Фурье от функции fp´xq:

f´pkq “ 1?
2π

8
ş

´8
fp´xq eikx dx “ ´ 1?

2π

´8
ş

8
fpx̃q e´ikx̃ dx̃ “

“ 1?
2π

8
ş

´8
fpx̃q e´ikx̃ dx̃.

Сравнивая подынтеграль-
ные выражения fpx̃q e´ikx̃ и
fpxq eikx, замечаем, что их
действительные части совпа-
дают, а мнимые – отличают-
ся по знаку. Поэтому Фурье-

образы связаны соотношением

f´pkq “ f˚pkq.

По теореме о сдвиге искомый Фурье-образ равен

F pkq “ f˚pkq e´ikx0 .

Решение задачи 2

Падающую волну можно разло-
жить на две линейно поляризован-
ные волны – с компонентой E‖, па-
раллельной дорожкам, и компонен-

той EK, перпендикулярной им. Последняя волна не вызы-
вает никаких процессов в пластине и проходит через нее
без отражения. К первой волне применимо решение задачи
2 варианта 1 (см. с. 65), откуда получим
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E‖1 “ 1

1 ` c
2πσ˚

E‖0.

Коэффициент отражения по интенсивности определя-
ется как

R “
E2

‖1

E2
0

“
E2

‖1 cos
2 α

E2

‖0

“ cos2 α
`

1 ` c
2πσ˚

˘2
.

Решение задачи 3

Решение для поля в пленке берем из задачи 3 варианта
1 с идентичными условиями (см. на с. 66):

E2 e
ik2d{3 `E3 e

´ik2d{3 “ pn2`1q eiπ6 `pn2´1q e´iπ
6

2n2
E0 e

iωt “

“
?
3n2`i
2n2

E0 e
iωt .

Выделяя действительную часть и учитывая второе усло-
вие просветления pn2 “ ?

nq, получаем

E “
?
3n cosωt´sinωt

2
?
n

E0

?
2.

Решение задачи 4

H11-волна раскладывается на четыре плоских TE-волны:

H11pr, tq “ H0 sin
π
a
x sin π

b
y eipkzz´ωtq “

“ H0

4
eipkxx`kyy`kzz´ωtq `H0

4
eipkxx´kyy`kzz´ωtq `

`H0

4
eip´kxx`kyy`kzz´ωtq `H0

4
eip´kxx´kyy`kzz´ωtq,

где kx “ π
a
, ky “ π

b
.
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Направления каждой плоской волны различны, но угол
падения одинаковый и определяется условием

k2x ` k2y

k2
“ sin2 θ0.

Учтем, что k2x ` k2y “
`

π
a

˘2 `
`

π
b

˘2 “ ω2

11

c2
, k “ ω

c
. Тогда

sin θ0 “ ω11

ω
“ 1

2
θ “ 30˝.

По закону преломления

sin θ2

sin θ0
“ n “

?
2 ñ sin θ2 “

?
2

2
, θ2 “ 45˝.

Коэффициент отражения отдельно для каждой плос-
кой волны определяется формулой Френеля

ξ “ ´sinpθ0 ´ θ2q
sinpθ0 ` θ2q “ sin 15˝

sin 75˝ .

По принципу суперпозиции таким коэффициентом от-
ражения обладает и H11-волна. Искомый коэффициент от-
ражения по интенсивности равен

R “ ξ2 “ sin2 15˝

sin2 75˝ « 0, 07.

Контрольная работа 2.2, вариант 1

Решение задачи 1

В данной задаче необходимо учитывать многократное
отражение волн в промежутке между пластинами. Посколь-
ку расстояние между пластинами превышает длину коге-
рентности, то складываются интенсивности волн, возни-
кающих вследствие многократных отражений. На рисунке
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схематически в виде лучей показаны падающие, отражен-
ные и проходящие через первую пластину волны. Погло-
щаемая плотность мощности за счет первого падающего
луча равна

Q1 “ p1 ´ R ´ T qI0,

второго:

Q2 “ p1´R´T qI0TR,

третьего:

Q3 “ p1´R´T qI0TR3,

n-го: Qn “ p1 ´ R ´ T qI0T ¨ R2n´3.

Полная плотность мощности складывается из Q1 и сум-
мы членов бесконечной геометрической прогрессии со зна-
менателем q “ R2, начинающейся с Q2:

Q “ p1 ´ R ´ T qI0 ` I0TR
1´R´T
1´R2 “ p1´R´T qp1´R2`TRq

1´R2 I0.

Решение задачи 2

Применим матричный форма-
лизм. В качестве оптической систе-
мы будем рассматривать вогнуто-
выпуклую линзу с радиусами R1 “
“ R, R2 “ 3R и показателем пре-
ломления n “ 3{2. Матрица линзы:

M “

¨

˝

1 ´ n´1

n
¨ d
R1

d
n

´ n´1

R1R2

`

R2 ´ R1 ` n´1

n
d
˘

n´1

n
¨ d
R2

` 1

˛

‚.
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Согласно правилу знаков R1 “ ´R, R2 “ ´3R. Толщи-
на линзы d “ 2R. Тогда

M “

¨

˝

1 ` 2n´1

n
2R
n

´n´1

3R

`

1 ´ 3 ` 2n´1

n

˘

´n´1

n
¨ 2

3
` 1

˛

‚“

¨

˝

5

3

4R
3

2

9R
7

9

˛

‚

Предмет находится на расстоянии d1 “ R от левой гра-
ницы линзы. Тогда расстояние d2 от правой границы до
изображения справа находим по формуле ∗

d2 “ ´d1m11 ` m12

d1m21 ` m22

“ ´
5R
3

` 4R
3

2

9
` 7

9

“ ´3R ă 0.

Изображение находится на расстоянии 3R слева от пра-
вой границы линзы, то есть там же, где и предмет.

Увеличение равно

K “ m21d2 ` m11 “ 2

9R
¨ p´3Rq ` 5

3
“ 1.

Решение задачи 3

Для того чтобы интенсивность в
точке наблюдения была в 4 раза выше,
чем в отсутствие экрана, вклад откры-
того кольца в амплитуду волны дол-
жен быть, как от полной зоны Френе-

ля.
Внутренний радиус кольца ρ0 “

?
n0λa “

b

λa
3

ограни-

чивает n0 “ 1

3
зоны Френеля (закрытой). Поэтому внеш-

ний радиус должен ограничивать n1 “ 1 ` n0 “ 4

3
зоны

Френеля и составлять

∗Данная формула в других обозначениях приводится, например,
на с. 92 в учебном пособии [6].
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ρ “
a

n1λa “
c

4

3
λa “ 2ρ0.

На рисунке показана диа-
грамма Френеля. Поле в точке P вдвое превышает по ам-
плитуде поле в падающей волне и опережает ее по фазе на
60˝.

Решение задачи 4

Сначала получим некоторые общие выражения. Пусть
положение точечного источника задается координатами px0, y0q,
а положение точки наблюдения на экране – px, yq. Тогда
для длины хода луча из источника в точку наблюдения
имеем

r2 “ L2 ` px ´ x0q2 ` py ´ y0q2,

r “
a

L2 ` px ´ x0q2 ` py ´ y0q2 “ L

b

1 ` px´x0q2`py´y0q2
L2 «

« L
´

1 ` px´x0q2`py´y0q2
2L2

¯

“ L ` px´x0q2`py´y0q2
2L

.

Волны, отраженные от зер-
кал, удобно описывать как иду-
щие от точек-изображений. Про-
нумеруем точечные источники
следующим образом:

px01, y01q “ pa, bq, px02, y02q “ pa,´bq,

px03, y03q “ p´a, bq, px04, y04q “ p´a,´bq.

Тогда оптические длины хода лучей из разных источ-
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ников в точку наблюдения можно представить как

r1 “ r0 ´ a¨x`b¨y
L

, r2 “ r0 ` ´a¨x`b¨y
L

,

r3 “ r0 ` a¨x´b¨y
L

, r4 “ r0 ` a¨x`b¨y
L

.

где r0px, yq “ L ` x2`x2

0
`y2`y2

0

2L
“ L ` x2`y2`a2`b2

2L
.

Для вычисления суммарной амплитуды волны в точке
наблюдения необходимо учесть скачок по фазе на π, возни-
кающий при отражении от плоскости y “ 0 (для TE-волн).
Суммарная амплитуда равна

Epx, yq “ E0 e
´iωt

`

eikr1 ´ eikr2 ` eikr3 ´ eikr4
˘

“

“ E0 e
ipkr0´ωtq

´

eik
´ax´by

L ´ eik
´ax`by

L ` eik
ax´by

L ´ eik
ax`by

L

¯

“

“ E0 e
ipkr0´ωtq

´

e´ik ax
L

´

e´ik
by
L ´ eik

by
L

¯

`

` eik
ax
L

´

e´ik
by
L ´ eik

by
L

¯¯

“ ´4iE0 e
ipkr0´ωtq cos k ax

L
sin k by

L
.

Интенсивность волны равна:

Ipx, yq “ c
8π
RetEpx, yqH˚px, yqu “

“ 16 c
8π
E2

0 cos
2
`

k ax
L

˘

sin2
´

k by
L

¯

“ 16I0 cos
2
`

k ax
L

˘

sin2
´

k by
L

¯

,

где k “ 2π
λ

.
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Контрольная работа 2.2, вариант 2

Решение задачи 1

В данной задаче необходимо учитывать многократное
отражение волн в промежутке между пластинами. Посколь-
ку расстояние между пластинами превышает длину коге-
рентности, то складываются интенсивности волн, возни-
кающих вследствие многократных отражений. На рисунке
схематически в виде лучей показаны падающие, отражен-
ные и проходящие через вторую пластину волны. Погло-
щаемая плотность мощности за счет первого падающего
на вторую пластину луча равна

Q1 “ p1´R´T qTI0,

второго:

Q2 “ p1´R´T qI0TR2,

третьего:

Q3 “ p1´R´T qI0TR4,

n-го:
Qn “ p1 ´ R ´ T qI0T ¨ R2n´2.

Полная плотность мощности равна сумме членов бес-
конечной геометрической прогрессии со знаменателем q “
R2, начинающейся с Q1:

Q “ I0T
1´R´T
1´R2 “ p1´R´T qT

1´R2 I0.
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Решение задачи 2

Аналогично задаче 2 варианта 1
(см. с. 71) с учетом R2 “ 8 получа-
ем

M “

¨

˝

1 ´ n´1

n
¨ d
R1

d
n

´n´1

R1
1

˛

‚.

Согласно правилу знаков R1 “ ´R. Толщина линзы
d “ “ 2R. Тогда

M “

¨

˝

1 ` 2n´1

n
2R
n

n´1

R
1

˛

‚“

¨

˝

5

3

4R
3

1

2R
1

˛

‚.

Предмет находится на расстоянии d1 “ R от левой гра-
ницы линзы. Тогда расстояние d2 от правой границы до
изображения справа находим по формуле

d2 “ ´d1m11 ` m12

d1m21 ` m22

“ ´
5R
3

` 4R
3

1

2
` 1

“ ´2R ă 0.

Изображение находится на расстоянии 2R слева от пра-
вой границы линзы.

Увеличение равно

K “ m21d2 ` m11 “ 1

2R
¨ p´2Rq ` 5

3
“ 2

3
.

Решение задачи 3

Область внутри кольца составляет
2/3 первой зоны Френеля. Ее вклад в
поле ÊP показан на диаграмме Френе-
ля в виде вектора Ê1. Вклад в ÊP от
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области отверстия ρ ă r ă 8 на диаграмме Френеля бу-
дет представлен вектором Ê2, начало которого находит-
ся на окружности радиусом E0 (положение этого начала
определяется числом зон Френеля, укладывающихся в от-
верстие радиусом ρ), а конец – в центре этой окружности.

Для того чтобы интенсив-
ность в точке наблюдения бы-
ла такой же, как в отсутствие
экрана, сумма векторов Ê1 и
Ê2 должна давать вектор, рав-
ный по модулю E0. Минималь-
ный внешний радиус кольца, при
котором выполняется это усло-
вие, соответствует полной первой
зоне Френеля и составляет ρ “
“

?
λa. Тогда вектор Ê2 направлен вниз, а вектор ÊP “

“ Ê1 ` Ê2 равен по амплитуде полю в отсутствие экрана и
отстает от него по фазе на π{3 (см. диаграмму Френеля).

Решение задачи 4

Единственное отличие от задачи 4
варианта 1 (см. с. 73) состоит в том,
что TE-волна теперь отражается от
плоскости yz. Это приводит к следу-
ющему выражению для интенсивности
волны:

Ipx, yq “ 16I0 sin
2
`

k ax
L

˘

cos2
´

k by
L

¯

,

где k “ 2π
λ

.
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Экзаменационная работа 2

Решение задачи 1

Граничные условия:
$

&

%

E0 ` E1 “ E2

H0 ` H1 ´ H2 “ 4π
c
J

ñ

$

&

%

E0 ` E1 “ E2

n1E0 ´ n1E1 ´ n2E2 “ 4π
c
σ˚E2

Введем переменные ξ1 “ E1

E0
, ξ2 “ E2

E0
. Тогда система в

матричной форме примет вид:
¨

˝

1 ´1

n1 n2 ` 4π
c
σ˚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

n1

˛

‚ ξ1 “ n1 ´ pn2 ` 4π
c
σ˚q

n1 ` n2 ` 4π
c
σ˚ .

Решение задачи 2

Зонная пластинка фокусирует параллельный пучок све-
та так же, как собирающая линза с фокусным расстояни-
ем f1. Тогда искомая оптическая сила рассчитывается как
для системы из сдвоенных линз:

1

F
“ 1

f1
´ 1

f2
“ f1f2

f2 ´ f1
,

где перед 1

f2
поставлен знак «-», так как линза рассеиваю-

щая. Отсюда

F “ f2 ´ f1

f1f2
.

Решение задачи 3

Без стеклянного диска вклад первой зоны Френеля со-
ставляет Ê1 “ 2Ê0, второй Ê2 “ ´2Ê0 (см. диаграмму
Френеля). Диск приводит к сдвигу по фазе для всех вто-
ричных волн, исходящих из первой зоны Френеля.
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На диаграмме Френеля этому сдвигу
отвечает поворот вектора Ê1 относитель-
но центра O. Для того чтобы суммарный
вектор был максимальным по амплитуде,
угол поворота вектора Ê1 должен состав-
лять π (см. диаграмму Френеля).

Условие на минимальную толщину
диска

dpn ´ 1q “ λ

2
,

откуда

d “ λ

2pn ´ 1q .

Решение задачи 4

Под действием электрического поля электромагнитной
волны происходит поляризация шариков. Используя ре-
шение соответствующей статической задачи, получим вы-
ражение для наведенного дипольного момента шарика с
центром в точке r:

dpr, tq “ ε´ 1

ε` 2
a3E0 e

ipkz´ωtq ey “ d0 e
ipkz´ωtq ey.

Соответствующее выражение для :d:

:dpr, tq “ ´d0ω
2 eipkz´ωtq ey.

Поместим начало системы коор-
динат на середину отрезка, соеди-
няющего центры шариков. Шарики
излучают волну c магнитным полем
в волновой зоне, равным соответ-
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ственно

H1 “ :d1ˆn
c2r

“ d0ω
2

c2r
eipkr`k λ

8
cos θ´π{4´ωtq ey,

H2 “ :d2ˆn
c2r

“ d0ω
2

c2r
eipkr´k λ

8
cos θ`π{4´ωtq ey.

Суммарное магнитное поле в точке наблюдения равно

H “ d0ω
2

c2r
cospπ

4
pcos θ´ 1qq eipkr´ωtq ey “

“ d0ω
2

c2r
cospπ

2
sin2 θ

2
q eipkr´ωtq ey.

Интенсивность в единицу телесного угла равна

dI
dΩ

“ r2 ă S ą“ c
8π
r2H2 “ d2

0
ω4

8πc3
cos2pπ

2
sin2 θ

2
q.

Решение задачи 5

Волны, отраженные от зерка-
ла, удобно описывать как исхо-
дящие из изображений щелей. С
учетом скачка по фазе на π, воз-
никающего при отражении, ам-
плитуды всех этих волн умно-
жаются на p´1q. Поставим в со-
ответствие каждой m-й щели ее
изображение, находящееся ниже

на расстоянии Nd. Тогда поле от такой пары щелей можно
записать как

Êm ` Êm “ Êm

`

1 ´ eikxNd
˘

“ Êm ei
kxNd

2 ˆ

ˆ
´

e´i kxNd
2 ´ ei

kxNd
2

¯

“ ´2iÊm ei
kxNd

2 sin kxNd
2

,
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а суммарное поле и интенсивность от всей решетки с уче-
том отражения ∗

Êpθq “ ´2i ei
kxNd

2 sin kxNd
2

ř

Êm0pθq “

“ ´2i ei
kxNd

2 sin kxNd
2

ÊLpθq, Ipθq “ 4ILpθq sin2 Nkxd
2

.

Решение задачи 6

Для устойчивой связи сигналы, вышедшие с каждого
вибратора, должны приходить в точку наблюдения с од-
ной и той же фазой. Фаза в точке наблюдения от m-го
вибратора равна

φm “ φm0 ` krm, (1)

где rm – расстояние между m-м вибратором и точкой на-
блюдения. С учетом малости параметра h

r
это расстояние

равно

rm “
a

px0 ` maq2 ` H2 “
a

x2
0

` 2x0ma ` pmaq2 ` H2 “

“
a

R2 ` 2x0ma ` pmaq2 « R

b

1 ` 2x0ma
R2 « Rp1 ` x0ma

R2 q.

Здесь x0 – расстояние по x между крайним левым вибра-
тором и точкой наблюдения (”своим”).

∗Полученный ответ обобщается на случай произвольной опти-
ческой системы, зеркальное изображение которой можно получить
сдвигом на расстояние h (дифракция горизонтального пучка света
на щели или интерференция от эквидистантно расположенных син-
фазных источников). Например, в схеме интерференции с зеркалом
Ллойда:

Ipθq “ 2I0p1 ´ cos
khx
L

q “ 2I0p1 ´ cospkhθqq “ 4I0 sin
2 kxh

2
,

где I0 – интенсивность на экране в отсутствие зеркала, а L и h
2

–
расстояния от источника до экрана и зеркала соответственно.
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Для того чтобы φm не зависела от m, должно быть

φm0 “ ´kx0ma

R
“ ´k

?
R2 ´ H2ma

R
“ ´mka

c

1 ´ H2

R2
.

Для анализа сигнала, прини-
маемого ”чужим”, воспользуемся
следующим подходом. Линейка
вибраторов, расположенных эк-
видистантно и излучающих с ли-
нейно нарастающим сдвигом по
фазе, формирует такое же поле,
как и дифракционная решетка.

Тогда считаем, что, когда ”свой” находится в максимуме,
”чужой” должен оказаться в ближайшем нуле (миниму-
ме). Итак, интенсивность излучения описывается форму-
лой для интенсивности за дифракционной решеткой:

Ipθq9sin2
kNapsin θ´sinθ0q

2

sin2
kapsin θ´sinθ0q

2

,

где θ0 соответствует сдвигу фаз токов соседних вибрато-
ров и отсчитывается вместе с θ относительно вертикали
(нормали к нашей ”решетке”).

Расстояние по углу между главным максимумом (усло-
вие kNapsin θ´sinθ0q

2
“ 0) и ближайшим к нему нулю (усло-

вие kNapsin θ´sinθ0q
2

“ π) определяется равенством

δ

ˆ

kNapsin θ´ sin θ0q
2

˙

« kNa

2
psin θq1δθ “ kNa

2
cos θδθ “ π,

откуда необходимое угловое расстояние между максиму-
мом и минимумом излучения равно

δθ “ 2π

kNa cos θ
“ λ

Na cos θ
.
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С другой стороны это угловое расстояние составляет

δθ “ ∆h cos θ

R
.

Из условия λ
Na cos θ

“ ∆h cos θ
R

находим

N “ Rλ

a∆h cos2 θ
“ Rλ

a∆h
¨ R

2

H2
“ λR3

a∆hH2
.

Решение задачи 7

Стоячая волна является суперпозицией двух встреч-
ных волн с составляющими:

Êx “ E0 e
ipkz´ωtq ´E0 e

ip´kz´ωtq “ 2iE0 sin kz e
´iωt,

Ĥy “ H0 e
ipkz´ωtq `H0 e

ip´kz´ωtq “ 2E0 cos kz e
´iωt .

Переходя к действительным выражениям, получим

Expr, tq “ 2E0 sin kz sinωt, Hypr, tq “ 2E0 cos kz cosωt.

Искомые потери энергии выражаются формулой

∆E “ A
L{v
ş

0

 

pE ` rβˆ Hsq2 ´ pβ ¨ Eq2
(

dt, (1)

где A “ 2e4

3m2c3
γ2.

Проанализируем подынтегральное выражение:

pE ` rβˆ Hsq2 ´ pβ ¨ Eq2 “ pE ` rβˆ Hsq2.

E ` rβˆ Hs “

“ 2E0ex sin kz sinωt ` 2E0β rez ˆ eys cos kz cosωt “

“ 2E0expsin kz sinωt ´ β cos kz cosωtq «

« 2E0expsin kz sinωt ´ cos kz cosωtq “ ´2E0ex cospkz `ωtq.
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Тогда выражение (1) принимает вид:

∆E “ 4A

L
v
ş

0

E2
0 cos

2pkz `ωtqdt “ 4A
L
ş

0

E2
0 cos

2pkz `ω z
v

qdz
v

«

« 4AE2

0

c

L
ş

0

cos2pkz `ωz
c
qdz « 4AE2

0

c

L
ş

0

cos2p2kzqdz “ 4E2

0
e4

3m2c4
γ2L,

где учтено, что промежуток интегрирования содержит боль-
шое число периодов функции cos2p2kzq.

Условие задачи соответствует излучению релятивист-
ской заряженной частицы при поперечном по отношению
к скорости ускорении. В этом случае максимум излучения
лежит на направлении скорости.

2018/2019 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Решение задачи 1

В силу сферической симметрии задачи искомое поле
направлено по радиусу, а его величина зависит только от
радиуса. Тогда применим теорему Гаусса для шара радиу-
сом r с центром в начале координат. При 0 ď r ď a имеем

v
EprqdS “ 4πQprq,

Eprq ¨ 4πr2 “ 4π
ş

ρpr1qdV 1,

4πr2Eprq “ 16π2a2ρ0
r
ş

0

sin 2πr1

a
dr1.

Eprq “ 4πa2ρ0
r2

r
ş

0

sin 2πr1
a

dr1 “ 2a3ρ0
r2

`

1 ´ cos 2πr
a

˘

.
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При r ą a теорема Гаусса принимает вид
v

EprqdS “ 4πQpaq,

Eprq “ 4πa2ρ0
r2

a
ş

0

sin 2πr1

a
dr1 “ 4πa2ρ0

r2
a
2π

`

1 ´ cos 2πa
a

˘

“ 0.

Решение задачи 2

Эту задачу можно решать интегрированием по длине
кольца, но здесь приводится более изящный способ. За-
метим, что полуокружность с заданным распределением
плотности заряда получается, если из равномерно заря-
женной сферы вырезать полоску шириной ∆φ (в сфери-
ческих переменных, см. рисунок). Действительно, тогда
эффективная линейная плотность заряда будет зависеть
от θ как

κ “ σdS

adθ
“ σa2 sin θdθ∆φ

adθ
“ σa sin θ∆φ, κ0 “ σa∆φ.

Сферу можно составить из N та-
ких полосок шириной ∆φ “ 2π

N
каж-

дая. С учетом принципа суперпози-
ции и аксиальной симметрии задачи
отдельная полоска будет создавать
на оси Ox поле с x-проекцией, в N

раз меньшей, чем поле от всей сферы ∗. Но для равномерно
заряженной сферы p∆φ Ñ 2πq по теореме Гаусса поле сна-
ружи равно 4πa2σ

x2 , а внутри – нулю. Поэтому x-проекцию
поля от отдельной полоски получим заменой 2π Ñ ∆φ:

|x| ą a : E˚
xpxq “ 2∆φa2σ

x2 “ 2∆φa2κ0

a∆φx2 “ 2aκ0

x2 .

∗Из сказанного следует, что полоска произвольной ширины
(0 ă ∆φ ă 2π) и полуокружность с заданным распределением ли-
нейной плотности заряда создают на оси Ox одну и ту же x-проекцию
поля Expxq с точностью до постоянного множителя.
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Рассмотренная полоска представляет собой полуокруж-
ность – от окружности получится вдвое большее поле:

Epxq “ 2E˚
xpxq “ 4aκ0

x2
.

При |x| ă a Expxq “ 0.

Решение задачи 3

Пусть на внутренней обкладке содержится заряд с ли-
нейной плотностью κ. Тогда электрическая индукция в
зазоре между обкладками равна ∗

Dprq “ 2κ

r
er,

а напряженность электрического поля

Eprq “ Dprq
εprq “ 2κ

b
ctg

r

a
er.

Падение напряжения между обкладками составит

U “
b
ş

a

Eprqdr “ 2κ

b

b
ş

a

ctg r
a
dr “ 2κa

b
ln sin r

a

ˇ

ˇ

r“b

r“a
“

“ 2κa
b

`

ln sin b
a

´ ln sin 1
˘

“ 2κa
b

ln
sin

b
a

sin 1
.

Емкость на единицу длины равна

C “ κ

U
“ b

2a ln
sin

b
a

sin 1

.

∗Электрическая индукция находится из теоремы Гаусса так же,
как и поле бесконечной прямой заряженной нити.
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Контрольная работа 1.1, вариант 2

Решение задачи 1

В силу аксиальной симметрии задачи искомое поле на-
правлено по радиусу и его величина зависит только от ра-
диуса. Тогда применим теорему Гаусса для цилиндра ра-
диусом R с осью z. При 0 ď r ď a имеем

v
EpRqdS “ 4πQprq, EpRq ¨ 2πRh “ 4π

ş

ρpr1qdV 1,

2πRhEpRq “ 4π
ş

a
r1ρ0 cos

2πr1

a
¨ 2πr1hdr1 “

“ 4π ¨ 2πahρ0
ş

cos 2πr1
a

dr1.

EpRq “ 4πaρ0
R

R
ş

0

cos 2πr1

a
dr1 “ 4πaρ0

R
a
2π

sin 2πR
a

“ 2a2ρ0
R

sin 2πR
a

.

При R ą a теорема Гаусса принимает вид

v
EpRqdS “ 4πQpaq,

EpRq “ 4πaρ0
R

a
ş

0

sin 2πr1
a

dr1 “ 4πaρ0
R

a
2π

sin 2πa
a

“ 0.

Решение задачи 2

В поле нити шар поляризуется и при-
обретает дипольный момент, зависящий от
величины этого поля. Поэтому шар являет-
ся упругим диполем. Сила на упругий ди-
поль в слабонеоднородном поле определяется по формуле

F “ 1

2
∇pd ¨ Eq. (1)
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Дипольный момент находим, считая поле однородным
и равным E0 “ 2κ

L
(см. задачу 2.51 из [1]):

d “ R3E0 “ R3 2κ

L
“ 2κR3

L
. (2)

Подставляя (2) в (1), получим

F “ ∇
1

2
pd ¨ Eq “ B

BL
2κ2R3

L2
eL “ ´2

2κ2R3

L3
eL “ ´4κ2R3L

L4
.

Решение задачи 3

Пусть на внутренней обкладке содержится заряд Q.
Тогда электрическая индукция в зазоре между обкладка-
ми равна

Dprq “ Q

r2
er,

а напряженность электрического поля

Eprq “ Dprq
εprq “ Q

b2
ctg

r

a
er.

Падение напряжения между обкладками составит

U “
b
ş

a

Eprqdr “ Q
b2

b
ş

a

ctg r
a
dr “ Qa

b2
ln sin r

a

ˇ

ˇ

r“b

r“a
“

“ Qa
b2

`

ln sin b
a

´ ln sin 1
˘

“ Qa
b2

ln
sin

b
a

sin 1
.

Емкость равна

C “ Q

U
“ b2

a ln
sin

b
a

sin 1

.
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Контрольная работа 1.2, вариант 1

Решение задачи 1

По закону Био – Савара магнитное по-
ле в центре кольца равно

Bp0q “ ´1

c

ż

Ipr1qdℓ ˆ r1

r13 .

Для верхнего провода dℓ ‖ r1, поэтому
он не вносит вклада в поле. Вклад в поле
от дуг кольца составляет

B12 “ I1
c

ş

dℓR
R3 ez ´ I2

c

ş

dℓR
R3 ez “

´

UAB

ℓ1ρc
ℓ1
R2 ´ UAB

ℓ2ρc
ℓ2
R2

¯

ez “

“
´

UAB

ρc
1

R2 ´ UAB

ρc
1

R2

¯

ez “ 0.

Остается вклад от правого провода, который равен по-
ловине поля бесконечного прямого провода с током:

B “ B “ 2I

2cR
ez “ I

cR
ez.

Решение задачи 2

Поскольку при за-
данном x проводимость
однородна по z, то на-
пряженность поля всюду в зазоре равна E “ U

d
.

Тогда полный ток через произвольное сечение резисто-
ра выражается как

I “
ż

jpxqadx “
d
ż

0

σpxqEadx “ aσ0U

dα
p1 ´ e´αaq.
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Решение задачи 3

Выясним, где в проводящей области может быть объ-
емный заряд. В объеме однородного проводника ρ “ 0 в
силу уравнения непрерывности тока

div j “ 0 ñ divσE “ σdivE “ σ ¨ 4πρ “ 0.

Поэтому заряды могут быть сосредоточены только на
конце провода и на границе с идеально проводящим ша-
ром. Заряд на конце провода находим, записав теорему
Гаусса для области с замкнутой поверхностью, окружаю-
щей конец провода:

4πQ “
{

EdS “
x

EdS “
x j

σ
dS “ 1

σ

x
jdS “ I

σ
,

где интеграл по замкнутой поверхности заменен на инте-
грал, из области интегрирования которого исключена точ-
ка пересечения с проводом.

Теперь задачу о потенциале в
проводящей области можно решить
методом изображений стандартным
способом. Один заряд-изображение
расположен на расстоянии l1 “ R2

l

от центра шара, а его величина рав-
на

Q1 “ ´R

l
Q.

Второй заряд-изображение находится в центре шара и
равен Q2 “ ´Q “ R

l
Q ∗.

∗Только при таких расположении и величинах зарядов-
изображений потенциал всюду на границе шара оказывается
одинаковым и полный ток через сферу равен нулю:

I “
{

r“R

jdS “ σ
{

r“R

EdS “ 4πpQ1 ` Q
2q “ 0.
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Искомая плотность тока равна

jprq “ σEprq “ σ

ˆ

r ´ lez

|r ´ lez|3Q ` r ´ l1ez
|r ´ l1ez|3Q

1 ` r

|r|3Q
2
˙

,

где Q1 и Q2 задаются выражениями, записанными выше.

Решение задачи 4

Искомое количество теплоты будем определять как раз-
ность между начальной и конечной электростатическими
энергиями системы. В конечном состоянии система разря-
жена и энергия равна нулю. Энергия в начальном состоя-
нии

W0 “ 1

2

ş

ϕdq “
ş ϕσpθq

2
dS “

ş pd¨rq
2r3

σ0 cos θ ¨ 2πR2 sin θdθ “

“ π
θ“π
ş

θ“0

d¨cos θ
R2 σ0 cos θ ¨ R2 sin θdθ “ 2πσ0d

3
.

Модуль дипольного момента сфе-
ры

d “ 4πR3

3
σ0.

Тогда искомая энергия равна

W0 “ 8π2σ20R
3

9
.

Контрольная работа 1.2, вариант 2

Решение задачи 1

По закону Био – Савара магнитное поле в центре коль-
ца равно

Bp0q “ ´1

c

ż

Ipr1qdℓ ˆ r1

r13 .
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Для всех точек верхнего провода
dℓ ‖ r1, поэтому он не вносит вклада
в поле. Вклад в поле от дуг кольца со-
ставляет

B12 “ I1
c

ş

dℓR
R3 ez ´ I2

c

ş

dℓR
R3 ez “

“
´

UAB

ℓ1ρc
ℓ1
R2 ´ UAB

ℓ2ρc
ℓ2
R2

¯

ez “

“
´

UAB

ρc
1

R2 ´ UAB

ρc
1

R2

¯

ez “ 0.

Остается вклад от правого провода, который равен по-
ловине поля бесконечного прямого провода с током:

B “ B “ 2I

2cR
ez “ I

cR
ez.

Решение задачи 2

Выясним, где в жидкой области может быть объемный
заряд. В объеме однородного проводника ρ “ 0 в силу
уравнения непрерывности тока

div j “ 0 ñ div σE “ σdivE “ σ ¨ 4πρ “ 0.

Поэтому заряды могут быть сосредо-
точены только на конце провода и на
границе с идеально проводящей обла-
стью. Заряд на конце провода находим,
записав теорему Гаусса для области с за-

мкнутой поверхностью, окружающей конец провода:

4πQ “
{

EdS “
x

EdS “
x j

σ
dS “ 1

σ

x
jdS “ I

σ
,
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где интеграл по замкнутой по-
верхности заменен на инте-
грал, из области интегрирова-
ния которого исключена точ-
ка пересечения с проводом.

Теперь задачу об электри-
ческом поле в проводящей об-
ласти можно решить методом изображений стандартным
способом. Заряд-изображение расположен на расстоянии
l1 “ R2

l
от центра шара, а его величина равна

Q1 “ ´R

l
Q.

Напряженность поля в пределах жидкой области равна

Eprq “ r ´ lez

|r ´ lez|3Q ` r ´ l1ez
|r ´ l1ez|3Q

1.

Плотность тока:

jprq “ σEprq “ σ

ˆ

r ´ lez

|r ´ lez|3Q ` r ´ l1ez
|r ´ l1ez|3Q

1
˙

.

Снаружи от сферы выполняются сферически симмет-
ричные условия, поэтому ток распределяется сферически
симметрично:

jprq “ Ir

4πr3
.

Решение задачи 3

Полный ток через сечение резистора выражается как

I “ jpzqS “ σpzqEpzqS,

откуда для напряженности поля Epzq получим

Epzq “ I

σpzqS .
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Разность потенциалов между пластинами равна

U “ ´
d
ż

0

Epzqdz “ I

S

d
ż

0

dz

σpzq “ I

S

0
ż

d

dz

σ0 e´αz “ I

σ0αa2
p1´eαdq.

Выразим

I

S
“ σ0αU

p1 ´ eαdq
и подставим в выражение для поля:

Epzq “ σ0αU

1 ´ eαd
¨ 1

σpzq “ σ0αU

1 ´ eαd
¨ e
αz

σ0
“ αU

1 ´ eαd
¨ eαz .

Плотность заряда находим из уравнения Максвелла:

ρpzq “ divEpzq
4π

“ αU

1 ´ eαd
¨ α eαz “ α2U

1 ´ eαd
¨ eαz .

Экзаменационная работа 1

Решение задачи 1

Закон Био – Савара

Bprq “ I

c

ż

dℓ ˆ pr ´ r1q
|r ´ r1|3

для точки r “ 0 дает:

B0 “ 2πI

c

ˆ

1

b
´ 1

a

˙

ez.

Магнитный момент контура с током равен

m “ IS

c
ez,
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где S “ πpb2 ´ a2q – площадь области, ограниченной за-
мкнутым контуром с током.

При r " b действует поле магнитного диполя:

Bprq “ ´m

r3
` 3

pm ¨ rqr
r5

.

Решение задачи 2

Запишем уравнение Максвелла

rotE “ ´BB
cBt .

Подставим B “ rotA и учтем, что порядок действия
B
Bt и rot можно поменять в силу независимости временной
и пространственных переменных:

rotE “ ´ rot
BA
cBt ñ E ` BA

cBt “ ´∇ϕprq.

В отсутствие кулоновского
вклада в поле

∇ϕprq “ 0 E “ ´BA
cBt .

Домножим равенство на q:

qE “ ´qBA
cBt .

Левая часть теперь представляет собой силу, действу-
ющую на заряженную частицу:

qE “ F “ BP
Bt .

В средней части длины соленоида

A “ 2mn

R
eα “ 2ISn

cR
eα.
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Тогда имеем

BP
Bt “ ´2SnqBI

c2RBt eα.

Длительность процесса мала, частица не выходит из
начального положения. Поэтому направление P и E неиз-
менно. Интегрирование уравнения дает

∆P “ ´2Snq

c2R
∆Ieα.

Конечная скорость частицы равна

v “ P

m
“ 2SnqI

mc2R
eα.

Решение задачи 3

В сверхпроводнике, находящемся в поле полубесконеч-
ного соленоида, индуцируются токи, и шарик приобрета-
ет магнитный момент. Внешнее поле является неоднород-
ным, поэтому возникает ненулевая сила на магнитный ди-
поль.

Таким образом, требуется, во-первых, определить маг-
нитный момент шарика, во-вторых, найти силу, действу-
ющую на магнитный диполь.

Поле на расстоянии r " a от конца полубесконечного
соленоида равно ∗

Bprq “ qmer

r2
,

где qm “ BR2

4
– «магнитный заряд».

∗См. задачу 4.24 в задачнике [1].
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Приобретенный дипольный момент возь-
мем из решения задачи о сферическом магне-
тике, внесенном в однородное поле B0

∗:

m “ µ1 ´ µ2
µ1 ` 2µ2

a3B0.

В нашей задаче µ1 “ 0, µ2 “ 1, B0 “ Bpzq “ qmez
z2

, поэто-
му

m “ ´qma3

2z2
ez.

Дипольный момент зависит от z, поэтому диполь упру-
гий. Сила на упругий диполь равна ∗∗

F “ 1

2
∇pmprq¨Bprqq “ ´ B

2Bz
q2ma3

2z4
ez “ q2ma3

h5
ez “ B2R4a3

16h5
ez.

Решение задачи 4

Вращающаяся заряженная сфера эквивалентна непо-
движной сфере с поверхностными токами. Случай равно-
мерно заряженной сферы разобран в задачнике [1] (см.

∗См. задачу 5.7 в задачнике [1].
∗∗По закону Ампера сила на систему токов полностью определяет-

ся распределением этих токов при данном положении диполя. Поэто-
му выражение для силы не изменится, если рассматривать диполь
как твердый с фиксированным в точке z “ h дипольным моментом:

m “ ´
qma3

2h2
ez.

При таком рассмотрении оператор набла на дипольный момент уже
не действует и сила рассчитывается, как для твердого диполя:

F “ ∇pm ¨ Bprqq “ ´
qma3

2h2

B

Bz

qm

z2
ez “

q2ma3

h2 ¨ h3
ez “

B2R4a3

16h5
ez.
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Р.45. в разделе “Решение типичных задач”). Линейная плот-
ность токов равна

J “ Qω sin θ

4πR
eα,

приобретаемый магнитный момент равен

m “ QωR2

3c
ez,

магнитное поле B1 внутри и B2 снаружи сферы равно

B1 “ 2 m
R3 , B2prq “ ´m

r3
` 3

pm¨rqr
r5

,

векторный потенциал на сфере равен

A “ m ˆ R

R3
“ m sinθ

R2
eα.

Энергия магнитного поля равна

W “ 1

2c

ş

pA ¨ JqdS “ 1

2c

ş

m sin θ
R2 ¨ Qω sinθ

4πR
¨ 2πR2 sin θdθ “

“ mQω
4cR

π
ş

0

sin3 θdθ “ Q2ω2R
12c2

π
ş

0

sin3 θdθ “ Q2ω2R
12c2

¨ 4

3
“ Q2ω2R

9c2
.

В исходном состоянии энергия магнитного поля равна
нулю. Поэтому искомая работа находится как

W ´ W0 “ Q2ω2R

9c2
.

Энергию магнитного поля можно найти также через
плотность энергии w “ HB

8π
:

B2
1

“ 4m2

r6
,

B2
2
pr,θq “ pB2 ¨ B2q “ m2

r6
` 9

pm¨rq2r2
r10

´ 6
pm¨rqpm¨rq

r8
“

“ m2

r6
` 3

pm¨rqpm¨rq
r8

“ m2

r6
` 3m2 cos2 θ

r6
“ m2

r6
p1 ` 3 cos2 θq.
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Энергия магнитного поля складывается из энергии W1

внутри и W2 снаружи сферы:

W1 “ H1B1

8π
V1 “ 4πR3

3¨8π
4m2

R6 “ 2m2

3R3 ,

W2 “
ş

H2B2

8π
dV2 “ 1

8π

ş

m2

r6
p1 ` 3 cos2 θq ¨ 2πr2 sin θdθdr “

“ ´m2

4

π
ş

θ“0

8
ş

r“R

1`3 cos2 θ
r4

drd cos θ “ m2

3R3 ,

W “ W1 ` W2 “ m2

R3 “ Q2ω2R
9c2

.

Решение задачи 5

При слабом скин-эффекте ток распределен равномерно
по сечению каждой пластины, при сильном скин-эффекте
он сосредоточен в двух приповерхностных скин-слоях каж-
дой пластины. И в том и в другом случае поле между
пластинами однородно и равно 4πJ

c
, а снаружи – нулю.

Это следует из теоремы Стокса в приближении двух бес-
конечных плоскостей, по которым текут противоположно
направленные токи с линейной плотностью J .

Далее анализируем случай слабого скин-эффекта. Объ-
емная плотность тока в отдельной пластине равна

j “ J

a
.

Магнитное поле, наводимое током
этой плотности в самой пластине, рас-
пределено линейно по ее толщине:

H1pxq “ 4πJ

ca
px ´ d ´ aq ` 2πJ

c
,

а в соседней пластине

H2pxq “ ´2πJ

c
.
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По принципу суперпозиции оба тока создают следую-
щее распределение поля в пространстве:

Hpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0, |x| ą d ` a

4πJ
ca

p|x| ´ d ´ aq, d ď |x| ď d ` a

4πJ
c
, 0 ď |x| ă d

Учтем, что линейная плотность тока J “ I
h
. Тогда

Hpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0, |x| ą d ` a

4πI
cha

p|x| ´ d ´ aq, d ď |x| ď d ` a

4πI
ch

, 0 ď |x| ă d

Пренебрегая краевыми эффектами, будем считать, что
поле в области |x| ď h пространства равно нулю. Тогда
полную энергию магнитного поля, индуцируемого током
I, получим интегрированием по z:

W “
d`a
ş

´d´a

wdV “ 2dhl
p4πIq2
8πc2h2 ` 2lh

d`a
ş

d

p4πIpx´d´aqq2
8πc2h2a2

dx “

“ 4πdl
c2h

I2 ` 4πla3I2

3a2c2h
“ 4πdl

c2h
I2

`

1 ` a
3d

˘

.

С другой стороны, W “ LI2

2c2
, откуда

L “ 8πdl

h

´

1 ` a

3d

¯

.

В случае сильного скин-эффекта второе слагаемое в
скобках, соответствующее интегралу по тонкому скин-слою,
становится пренебрежимо малым, и тогда

L “ 8πdl

h
.
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Решение задачи 6

Для понимания картины явления, относящейся к дан-
ной задаче, запишем два уравнения Максвелла:

rotE “ ´ BB
cBt ,

rotH “ BD
cBt .

Интегрирование уравнений по площади области, огра-
ниченной замкнутым контуром, дает

ű

Edℓ “ ´ B
cBt

s
BdS,

ű

Hdℓ “ B
cBt

s
DdS.

Первое уравнение представляет собой закон Фарадея,
второе – аналогичное соотношение с заменой E на H и B

на ´D. Теперь становится понятным, что в сечении торои-
дального соленоида возникает переменный поток магнит-
ного поля, обусловливающий ЭДС на его клеммах.

Выберем в качестве контура интегрирования окруж-
ность, проходящую внутри соленоида. С учетом аксиаль-
ной симметрии задачи циркуляция магнитного поля сво-
дится к произведению:

¿

Hdℓ “ 2πRH.

В качестве поверхности, натянутой на контур, выберем
сферу радиусом r “

?
h2 ` R2. Учтем, что радиальная со-

ставляющая поля диполя равна Er “ 2d¨cos θ
r3

. Тогда правая
часть второго уравнения запишется как

iω
c

ş

2 d̂¨cos θ
r3

2πr2 sinθdθ “ i4πωd̂
r

ş

cos θ sin θdθ “

“ i2πωd̂
cr

sin2 θ0 “ i2πωd̂r2

cr3
sin2 θ0 “ i2πωd̂R2

cr3
.
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Приравнивая левую и правые ча-
сти, получаем

2πRĤ “ i
2πωd̂R2

cr3
,

откуда магнитное поле в соленоиде ∗

Ĥ “ i
ωd̂R

cr3
.

В силу закона Фарадея ЭДС в соленоиде равна

Û “ ´iω
ĤSN

c
“ ω2d̂RSN

c2r3
“ ω2d̂RSN

c2pR2 ` h2q3{2 .

Амплитуда искомой ЭДС составляет

U “ ω2d0RSN

c2pR2 ` h2q3{2 .

Контрольная работа 2.1, вариант 1

Решение задачи 1

Преобразование Фурье от одиночного
центрированного импульса равно (см. ре-
шение аналогичного примера 2.2(в) в [2]):

fk1c “ aE0

2
sinc

ka

2
.

∗Магнитное поле можно найти быстрее, введя векторный потен-
циал для электрического поля диполя по аналогии с магнитостати-
кой:
E “ rotAE, тогда AE “ dˆr

r3
“ dR

r3
eα и H “ BAE

cBt “ iω d0 e
iωt R

cr3
eα.
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Преобразование Фурье от одиночного пря-
моугольного импульса, смещенного на a

2
впра-

во, получим с помощью теоремы о сдвиге:

fk1 “ fk1c e
i ka

2 “ aE0

2
sinc

ka

2
ei

ka
2 .

Применив теорему о сдвиге к по-
следовательности эквидистантно рас-
положенных прямоугольных импуль-
сов, получим преобразование Фурье
заданной последовательности в виде
суммы членов геометрической прогрессии со знаменате-
лем eikd:

fk “ fk1
1

1 ´ eikd
“ aE0 e

i ka
2

2p1 ´ eikdq sinc
ka

2
.

Если исходный сигнал модулирован экспонентой eik0x,
то его преобразование Фурье запишется как

f̃k “
8
ż

´8

F pxq eik0x e´ikx dx “
8
ż

´8

F pxq e´ipk´k0qx dx “ fk´k0 .

Видно, что результат получается заменой k на k ´ k0:

f̃k “ fk´k0 “ aE0 e
i

pk´k0qa
2

2p1 ´ eipk´k0qdq sinc
pk ´ k0qa

2
.

Решение задачи 2

В естественном свете TE- и TM-волны имеют одина-
ковую амплитуду. Положим ее равной E0. Тогда амплиту-
ды отраженных TE- и TM-волн определяются формулами
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Френеля, которые удобно записать в виде:

ETE
1 “ ´E0

n1 cos θ0´n2 cos θ2
n1 cos θ0`n2 cos θ2

,

ETM
1 “ E0

n2 cos θ0´n1 cos θ2
n2 cos θ0`n1 cos θ2

.

Из закона преломления находим угол преломления θ2:

sin θ2

sin θ0
“ n1

n2

ñ sin θ2 “ n1

n2

sin θ0 “ sin 45˝
?
2

“ 1

2
, θ2 “ 30˝.

ETE
1 “ ´E0

cos 45˝´
?
2 cos 30˝

cos 45˝`
?
2 cos 30˝ “ E0

?
3´1?
3`1

,

ETM
1 “ E0

?
2 cos 45˝´cos 30˝?
2 cos 45˝`cos 30˝ “ E0

1´
?

3

2

1`
?

3

2

.

Степень поляризации:

K “ Is´Ip
Is`Ip

“
p
?
3´1q2

p
?
3`1q2 ´ p1´

?
3

2
q2

p1`
?
3

2
q2

p
?
3´1q2

p
?
3`1q2 ` p1´

?
3

2
q2

p1`
?
3

2
q2

“
4´2

?
3

4`2
?

3
´

7
4

´
?
3

7
4

`
?
3

4´2
?

3

4`2
?

3
`

7
4

´
?
3

7
4

`
?
3

“

“
2´

?
3

2`
?
3

´ 7´4
?

3

7`4
?

3

2´
?
3

2`
?
3

` 7´4
?

3

7`4
?

3

“ p2´
?
3qp7`4

?
3q´p7´4

?
3qp2`

?
3q

p2´
?
3qp7`4

?
3q`p7´4

?
3qp2`

?
3q “

“ 14´4¨3`
?
3´14`4¨3`

?
3

14´4¨3`
?
3`14´4¨3´

?
3

“ 2
?
3

4
“

?
3

2
.

Решение задачи 3

Поскольку Ez ‰ 0, то волна имеет
тип Emn:

Ez “ E0 sin
´πm

a
x
¯

sin
´πn

a
y
¯

cos

ˆ

2πc

a
t

˙

.
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Из условия на частоту волны

ω “ 2πc

a
ě ωmin “ c

c

´

π

a
m
¯2

`
´

π

a
n
¯2

“ πc

a

a

m2 ` n2

следует, что либо m “ 0, n “ 1, либо m “ 1, n “ 1, либо
m “ 0, n “ 2. Кроме того, по условию имеем:

Ez

´a

2
,
a

2

¯

“ E0 sin
πm

2
sin
πn

2
cos

ˆ

2πc

a
t

˙

“ E0 cos

ˆ

2πc

a
t

˙

,

откуда m “ 1, n “ 1.
Тогда

Ez

´a

4
,
a

4

¯

“ E0 sin
π

4
sin
π

4
cos

ˆ

2πc

a
t

˙

“ E0

2
cos

ˆ

2πc

a
t

˙

.

Решение задачи 4

При отсутствии отраженной волны
граничные условия на металлической
пластине имеют вид:

E0 “ E2 ` E3,

H0 “ H2 ´ H3 ` 4π
c
σ˚E0.

Учтем, что Hy “ c
ω
kzEx:

E0 “ E2 ` E3,

E0 “ E2 ´ E3 ` 4π
c
σ˚E0.

(1)

С другой стороны, граничное условие на зеркальной
поверхности

E2 e
ikl “ ´E3 e

´ikl . (2)

Система уравнений (1) с учетом (2) принимает вид

E2 ´ E2 e
2ikl “ E0,

E2 ` E2 e
2ikl “

`

1 ´ 4π
c
σ˚˘E0.

(3)
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Исключая из уравнений E2, получим

e2ikl “
4πσ˚
c

4πσ˚
c

´ 2
.

Видно, что выражение слева должно быть действи-
тельным числом, по модулю равным 1. Это возможно толь-
ко, если 4πσ˚

c
“ 1. Тогда

σ˚ “ c

4π
, e2ikl “ ´1 ñ l “ λ

4
` m

λ

2
, m “ 0, 1, 2, ...

Контрольная работа 2.1, вариант 2

Решение задачи 1

Фурье-преобразование от оди-
ночного сигнала

fptq “
"

E0 cosω0t, ´T
2

ă t ă T
2

0, |t| ą T
2

возьмем из решения задачи 2.2(г)
[2]:

fω,1 “ T

π
¨ E0 cos

ωT
2

1 ´ pωT {πq2 .

Применяя теорему о сдвиге,
получим преобразование Фурье
одиночного сигнала fptq=sinω0t,
0 ă t ă T

2
(сдвиг составляет T

4
):

fω1 “ f̃ω,1 e
´iωT

4 “ T

π
¨ E0 cos

ωT
2

1 ´ pωT {πq2 e
´iωT

4 .
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Теорема о сдвиге, приме-
ненная к преобразованию Фу-
рье последовательности сигна-
лов, даст геометрическую про-
грессию со знаменателем e´iωT :

fω “ fω,1
1

1 ´ e´iωT
“

“ T

π
¨ E0 cos

ωT
2

e´iωT {4

p1 ´ pωT {πq2qp1 ´ e´iωT q .

Решение задачи 2

В естественном свете TE- и TM-волны имеют одина-
ковую амплитуду. Положим ее равной E0. Тогда амплиту-
ды отраженных TE- и TM-волн определяются формулами
Френеля, которые удобно записать в виде:

ETE
1

“ ´E0
n1 cos θ0´n2 cos θ2
n1 cos θ0`n2 cos θ2

,

ETM
1

“ E0
n2 cos θ0´n1 cos θ2
n2 cos θ0`n1 cos θ2

.

Из закона преломления находим угол преломления θ2:

sin θ2

sin θ0
“ n1

n2

ñ sin θ2 “ n1

n2

sin θ0 “ sin 60˝
?
3

“ 1

2
, θ2 “ 30˝.

ETE
1

“ ´E0
cos 60˝´

?
3 cos 30˝

cos 60˝`
?
3 cos 30˝ “ 1

2
E0,

ETM
1 “ E0

?
3 cos 60˝´cos 30˝?
3 cos 60˝`cos 30˝ “ 0.

Степень поляризации:

K “ Is´Ip
Is`Ip

“ p 1

2
q2´0

p 1

2
q2`0

“ 1.
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Решение задачи 3

Решение для поля в волноводе берем из задачи 3 вари-
анта 1 с идентичными условиями (см. на с. 104):

Ez “ E0 sin
´π

a
x
¯

sin
´π

a
y
¯

cos

ˆ

2πc

a
t

˙

.

Тогда

Hz “ 0;

Hx “ ´ i
κ
2

ω
c

BEz

By “ ´ ia2

2π2
E0 ¨ 2π

a
¨ π
a
sin πx

a
cos πy

a
eiωt “

“ ´iE0 sin
πx
a
cos

πy
a
eiωt;

Hx

`

a
4
, a
4
, t
˘

“ E0 sin
π
4
cos π

4
sin

`

2πc
a
t
˘

“ E0

2
sin

`

2πc
a
t
˘

.

Hy “ i
κ
2

ω
c

BEz

Bx “ ia2

2π2
E0 ¨ 2π

a
¨ π
a
cos πx

a
sin πy

a
eiωt “

“ iE0 cos
πx
a
sin πy

a
eiωt;

Hy

`

a
4
, a
4
, t
˘

“ ´E0 cos
π
4
sin π

4
sin

`

2πc
a
t
˘

“ ´E0

2
sin

`

2πc
a
t
˘

.

Контрольная работа 2.2, вариант 1

Решение задачи 1

Интерференция происходит между
волнами 1 и 2, отраженными от сфе-
рических поверхностей двух линз (см.
рисунок). Волна 1 падает из стекла
на границу с воздухом (менее оптиче-
ски плотной средой), поэтому скачка

по фазе не возникает. Волна 2 падает из воздуха на стекло,
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поэтому при отражении она испытывает скачок по фазе на
π. Оптическая разность хода двух лучей составляет удво-
енную толщину воздушного зазора плюс половина длины
волны.

Величину воздушного за-
зора находим как

∆ “ ∆1 ` ∆2,

∆1 “ |O1A| ´ |O1B| “

“ R1 ´
a

|O1C|2 ´ r2 “ R1 ´
a

R2
1

´ r2 “

“ R1 ´ R1

b

1 ´ r2

R2

1

« R1 ´ R1

´

1 ´ r2

2R2

1

¯

“ r2

2R1

и аналогично ∆2 « r2

2R2
.

Условие интерференционного минимума:

2∆ ` λ
2

“ mλ` λ
2
, r2т

´

1

R1
` 1

R2

¯

“ mλ, rт “
b

mλ R1R2

R1`R2
,

интерференционного максимума:

2∆ ` λ
2

“ mλ, r2св
R1`R2

R1R2
“ mλ´ λ

2
, rсв “

b

p2m´1qλR1R2

2pR1`R2q .

Решение задачи 2

Запишем выражение для интен-
сивности волны, являющейся супер-
позицией двух когерентных волн
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(будем опускать множитель c
8π

в выражении для усред-
ненного абсолютного значения вектора Пойнтинга ă S ą“
c
8π

|E|2):

I “ pE1`E2qpE˚
1`E˚

2q “ E1E
˚
1 `E2E

˚
2 `pE˚

1 ¨E2q`pE˚
2 ¨E1q “

“ I1 ` I2 ` 2RetpE˚
1 ¨ E2qu “ I1 ` I2 ` 2|E1||E2| cos γ cosφ,

где γ – угол между двумя векторами, а φ “ k d¨x
L

– сдвиг
по фазе между двумя волнами.

Если записать выражение для интенсивности в виде

I “ pI1 ` I2q
ˆ

1 ` 2|E1||E2| cosγ
I1 ` I2

cosφ

˙

,

то множитель при cosφ по модулю равен видности. Далее
учтем, что E1 “ E0 cosα, E2 “ E0 cosβ:

V “ 2|E1||E2| cospα´βq
|E1|2`|E2|2 “ 2|E0| cosα|E0| cosβ cospα´βq

|E0|2 cos2 α`|E0|2 cos2 β “

“ 2 cosα cosβ cospα´βq
cos2 α`cos2 β

.

Решение задачи 3

Формула для радиусом m-й зоны
Френеля в случае плоской падающей
волны

ρm “
?
mλa.

Отсюда видно, что диск занимает
первую, а отверстие – вторую полови-
ну 1-й зоны Френеля. Тогда на диа-
грамме Френеля вклад первой полови-
ны зоны Френеля в поле ÊP представ-
ляет вектор Ê1 “ OA?

2
, а второй – век-

тор Ê2 “ AB.
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Угол OAB опирается на диаметр окружности, поэтому
он прямой. Тогда интенсивность света в точке P равна

IP “ E2
P “ E2

1 ` E2
2 “

ˆ

E0

?
2?

2

˙2

` pE0

?
2q2 “ 3E2

0 “ 3I0.

Решение задачи 4

Рассмотрим преобразование луча
на периоде оптической системы (на
рисунке отмечен пунктирной рамкой).
Пусть оно описывается матрицей M :

ˆ

x1
α1

˙

“ M

ˆ

x0
α0

˙

“
ˆ

m11 m12

m21 m22

˙ˆ

x0
α0

˙

Если разложить вектор-столбец справа на собственные
векторы линейного преобразования, задаваемого матри-
цей M , то действие данной матрицы на вектор-столбец
сводится к умножению каждого из собственных векторов
на соответствующее собственное число. А N -кратное дей-
ствие матрицы сводится к умножению каждого из соб-
ственных векторов на собственное число в степени N . От-
сюда нетрудно понять, что условие неустойчивости реше-
ния заключается в том, что модуль хотя бы одного из соб-
ственных чисел превышает единицу.

Определим собственные числа линейного преобразова-
ния из условия

|λE ´ M | “ 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ´ m11 ´m12

´m21 λ´ m22

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0.

Характеристическое уравнение

λ2 ´ pm11 ` m22qλ´ m12m21 ` m11m22 “ 0
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с решением

λ12 “ m11 ` m22

2
˘

d

ˆ

m11 ` m22

2

˙2

` m12m21 ´ m11m22.

Матрица преобразования луча на одном периоде равна

M “
ˆ

1 x

0 1

˙ˆ

1 0

´ 1

f
1

˙ˆ

1 f

0 1

˙ˆ

1 0

´ 1

f
1

˙

“

“
˜

1 ´ x
f

x

´ 1

f
1

¸

ˆ

0 f

´ 1

f
1

˙

“
˜

´x
f

f

´ 1

f
0

¸

.

λ12 “ ´ x

2f
˘

d

ˆ

x

2f

˙2

´ 1.

При 0 ď x ď 2f λ12 “ ´ x
2f

˘ i

c

1 ´
´

x
2f

¯2

.

|λ12|2 “
´

x
2f

¯2

` 1 ´
´

x
2f

¯2

“ 1 (устойчивость).

При x ą 2f

λ2 “ ´ x
2f

´
c

´

x
2f

¯2

´ 1 ă ´1 (неустойчивость).
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Контрольная работа 2.2, вариант 2

Решение задачи 1

Задача полностью аналогична за-
даче 1 варианта 1 с тем отличием, что
размер воздушного зазора теперь ра-
вен

∆ “ ∆1´∆2 “ r2

2R1

´ r2

2R2

“ r2pR2 ´ R1q
2R1R2

.

Условие интерференционного ми-
нимума:

2∆ ` λ
2

“ mλ` λ
2
,

r2т

´

1

R1
´ 1

R2

¯

“ mλ,

rт “
b

mλ R1R2

R2´R1
,

интерференционного максимума:

2∆ ` λ
2

“ mλ, r2св
R2´R1

R1R2
“ mλ´ λ

2
, rсв “

b

p2m´1qλR1R2

2pR2´R1q .

Решение задачи 2

Область отверстия занимает поло-
вину первой зоны Френеля (ρm “
“

?
mλa, m “ 1

2
). Ее вклад в поле

ÊP показан на диаграмме Френеля в
виде вектора Ê1 “ OA?

2
.

Область ρ ă r ă 8 включает зоны Френеля с номе-
рами от 2 до 8. Их вклад в ÊP на диаграмме Френеля
представлен вектором Ê2, начало которого находится на
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окружности радиусом E0 (поло-
жение этого начала соответствует
нижней границе второй зоны Фре-
неля), а конец – в центре этой
окружности.

Вектор ÊP равен Ê1`Ê2, а квад-
рат его величины:

IP “ E2
P “ E2

1
` E2

2
´ 2E1E2 cos 45

˝ “

“
´

E0

?
2?

2

¯2

` E2
0 ´ 2E0

?
2?

2
E0

1?
2

“ E2
0

`

2 ´
?
2
˘

“ I0p2 ´
?
2q.

Решение задачи 3

Выражение для собственных чисел
матрицы преобразования луча на пери-
оде оптической системы было получено
при решении задачи 4 варианта 1:

λ12 “ m11 ` m22

2
˘

d

ˆ

m11 ` m22

2

˙2

` m12m21 ´ m11m22.

Матрица преобразования луча на одном периоде равна

M “
ˆ

1 x

0 1

˙ˆ

1 0
1

f
1

˙ˆ

1 f

0 1

˙ˆ

1 0

´ 1

f
1

˙

“

“
˜

1 ` x
f

x
1

f
1

¸

ˆ

0 f

´ 1

f
1

˙

“
˜

´x
f

f ` 2x

´ 1

f
2

¸

.

λ12 “ 1 ´ x

2f
˘

d

ˆ

1 ´ x

2f

˙2

´ 1.
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При 0 ď x ď 4f λ12 “ 1 ´ x
2f

˘ i

c

1 ´
´

1 ´ x
2f

¯2

,

|λ12|2 “
´

1 ´ x
2f

¯2

` 1 ´
´

1 ´ x
2f

¯2

“ 1 (устойчивость).

При x ą 4f λ2 “ 1 ´ x
2f

´
c

´

1 ´ x
2f

¯2

´ 1 ă ´1 (неустойчивость).

Экзаменационная работа 2

Решение задачи 1

Запишем 4-мерный волновой вектор волны, идущей от
звезды к кораблю:

í

k1 “ Λ
í

k “

¨

˚

˚

˝

γ ´βγ 0 0

´βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

ω
c

kx
ky
0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

γpω
c

´ βkxq
γpkx ´ βω

c
q

ky
0

˛

‹

‹

‚

Направление на звезду в системе отсчета
корабля определяется равенством:

tg θ1 “ ´ k1
y

k1
x

“ ´ ky
γp´βω

c
`kxq “

“ sinθ
γpβ`cos θq ,

где учтено, что cky
ω

“ ky
k

“ sinθ и ckx
ω

“ kx
k

“ ´ cos θ.
Видно, что θ1 ă θ в интервале 0 ă θ ă π.
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Решение задачи 2

Поле в точке P описывается интегралом Кирхгофа:

Ep “ 1

iλ

ż

2

E0 e
ikR

R
cosψdS.

Из геометрии оптической схемы следует, что до шли-
фовки каждая четверть дает одинаковый вклад в поле Ep:

E1 “ E0

4
.

После уменьшения толщины стек-
ла на δ поле E0 на выходе из отверстия
получает сдвиг по фазе:

E0 Ñ E0 e
ip1´nqkδ “ E0 e

2πip1´nqδ
λ .

Множитель e
2πip1´nqδ

λ выносится
из-под интеграла Кирхгофа, поэтому

после шлифовки поле в точке P приобретает вид

E1
p “ E1 ¨

´

e
2πip1´nqδ1

λ ` e
2πip1´nqδ2

λ ` e
2πip1´nqδ3

λ ` e
2πip1´nqδ4

λ

¯

“

“ E1 ¨
´

e´iπ
4 ` e´iπ

2 ` e´i 3π
4 ` e´iπ

¯

“ E1p´1 ´ ip1 `
?
2qq.

Для интенсивности в точке P получим

I 1
p “ E2

1p12 ` p1 `
?
2q2q “ 4 ` 2

?
2

16
I0 “ 2 `

?
2

8
I0.
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Решение задачи 3

Поле дифракционной решетки
складывается из полей от каждой
щели. Слагаемые суммарного поля
удобно сгруппировать по N парам
– от j-й и pj ` Nq-й щелей каждая:

Êpkxq “
N
ř

j“1

pÊj ` Êj`N q “

“
N
ř

j“1

Êjp1 ` eipkxNd`kpn´1qhqq “ p1 ` eipkxNd`kpn´1qhqq
N
ř

j“1

Êj “

“ p1 ` eipkNd sin θ`kpn´1qhqq1´eikNd sin θ

1´eikd sin θ Ê1,

где записано выражение для поля дифракционной решет-
ки с N щелями с учетом, что поле первой щели Ê1 “
“ aE0 e

ikzp?
iλzp

sinc kaθ
2

.

Квадрат модуля Ê равен ∗

Ipθq “ |Epθq|2 “

“ 4
a2E2

0

λzp
cos2 k

Nd sin θ`pn´1qh
2

sinc2 kaθ
2

¨ sin2
kNd sin θ

2

sin2
kd sin θ

2

“

“ 4
a2E2

0

λzp
sinc2 πaθ

λ
cos2 π

Nd sinθ`pn´1qh
λ

sin2
πNd sin θ

λ

sin2
πd sin θ
λ

.

∗Использованы математические тождества

1 ` e
iφ “ 2 e

i
φ
2 cos

φ

2
, 1 ´ e

iφ “ ´2i e
i
φ
2 sin

φ

2
.
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Решение задачи 4

Общее выражение для искомого углового распределе-
ния в заданной геометрии:

B

dI

dΩ

F

“ x :d2y sin2 θ
4πc3

,

где :d “ e:z.
Удобно переписать закон движения заряда, воспользо-

вавшись тригометрическим тождеством:

zptq “ 2a ¨ cospωtq ¨ cosp∆ωtq “ a ¨ cospω1tq ` a ¨ cospω2tq,

где ω1 “ ω´ ∆ω, ω2 “ ω` ∆ω. Тогда

:z “ ´a ¨ pω2
1 sinpω1tq `ω2

2 sinpω2tqq,

:d2 “ e2a2 ¨ pω2
1 sinpω1tq `ω2

2 sinpω2tqq2 “
“ e2a2 ¨ pω4

1 sin
2ω1t ` 2ω2

1ω
2
2 sinω1t sinω2t `ω4

2 sin
2ω2tq.

Усреднение по времени дает

xsin2pω1tqy “ 1

2
, xsin2pω2tqy “ 1

2
,

x2 sinpω1tq sinpω2tqy “ xcosp2∆ωtqy ´ xcosp2ωtqy “ 0.

Подставляя x :d2y в исходное выражение, получим

B

dI

dΩ

F

“ e2a2ppω´ ∆ωq4 ` pω` ∆ωq4q sin2 θ
8πc3

.

Решение задачи 5

Общее выражение для интенсивности излучения ли-
нейки из четырех штеревых антенн аналогично случаю
дифракционной решетки с четырьмя щелями:
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Ipθq “ sin2 4πa sinθ
λ

sin2 πa sinθ
λ

I0,

где θ отсчитывается от оси y.
Имеем условие главного максимума для sin θ “ 2

3
:

πa sin θ

λ
“ 2πa

3λ
“ mπ.

В интервале 0 ă sin θ ă 2

3
главных максимумов нет.

Отсюда следует, что m “ 1 ∗. Тогда искомое расстояние

a “ 3λ

2
.

Решение задачи 6

Кратко опишем картину происходящих процессов. Под
действием электрического поля заряд приобретает ускоре-
ние, а вместе с ним и :d ‰ 0. Следовательно, заряд является
источником дипольного излучения. В дипольном излуче-
нии имеется как волна, исходящая от самого диполя, так и
испущенная диполем и отраженная от зеркальной поверх-
ности. Кроме того, внешнее поле, вызывающее ускорение
заряженной частицы, складывается из полей падающей и
отраженной волн:

Eext “ E0 e
ip´kz´ωtq ´E0 e

ipkz´ωtq “ ´2iE0 sinpkzq e´iωt,

∗В случае m ą 1 главные максимумы наблюдались бы также под
меньшими углами, для которых

πa sin θ

λ
“ π, ..., pm ´ 1qπ.
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где учтен скачок волны по фазе на π при отражении.
Это поле вызывает ускорение частицы, равное ∗

:x “ eEext

m
“ ´2eE0 sinpkaq e´iωt

m
,

и придает ей вторую производную от дипольного момента

:d “ e:x “ e2Eext

m
“ ´2e2E0 sinpkaq e´iωt

m
.

Поле, излучаемое непосредственно осциллирующим за-
рядом, равно

H1pr, tq “
:d ˆ n

c2r
“ 2e2E0 sinpkaq eipkr´ka cosα´ωtq

mc2r
eα.

Излучение, отраженное от зеркала,
удобно представить как поле, исходя-
щее от диполя-изображения, который
осциллирует в противофазе с оригина-
лом:

H2pr, tq “ ´2e2E0 sinpkaq eipkr`ka cos α´ωtq

mc2r
eα.

Суммарное поле в волновой зоне

Hpr, tq “ H1pr, tq ` H2pr, tq “

“ 2e2E0 sinpkaq eipkr´ωtq

mc2r
peika cosα ´ e´ika cosαqeα “

“ 4ie2E0 sinpkaq eipkr´ωtq

mc2r
cospka sinαqeα.

∗Сила Лоренца FL „ v
c
eEext и в нерелятивистском случае прене-

брежимо мала.
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Средняя по времени интенсивность в единицу телесно-
го угла равна

@

dI
dΩ

D

“ cr2

8π
|H|2 “ 2e4E2

0
sin2pkaq

πm2c3
sin2pka cosαq “

“ 2e4E2

0
sin2

2πa
λ

πm2c3
sin2 2πa cosα

λ
.

Решение задачи 7

В магнитном поле заряженная частица приобретает уско-
рение и становится источником дипольного излучения. Мощ-
ность потерь дипольного излучения определяется форму-
лой

dE

dt
“ 2 :d2

3c3
“ 2q2a2

3c3
“ 2q4v2B2

32mc5
“ const .

Тогда полные потери энергии частицы равны

∆E “ dE

dt
∆t,

где ∆t – время нахождения частицы в магнитном поле.
Это время составляет половину периода ларморовского
вращения, поскольку в заданной геометрии частица про-
ходит в магнитном поле ровно половину ларморовской ор-
биты:

∆t “ T

2
“ π

ω
.

Из соотношения для ускорения частицы находим угло-
вую скорость:

a “ v2

R
“ qvB

mc
ñ ω “ v

R
“ qB

mc
.

Тогда

∆t “ T

2
“ πmc

qB
и

∆E “ 2q4v2B2

3m2c5
¨ πmc

qB
“ 2πq3v2B

3mc4
.
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2019/2020 учебный год

Контрольная работа 1.1, вариант 1

Решение задачи 1

Снаружи E находится как поле бесконечной равномер-
но заряженной плоскости E “ 2πσ z

|z|ez, где эффективная
поверхностная плотность заряда

σ “
a
ż

´a

ρpzqdz “
a
ż

´a

ρ0
z

a
dz “ 0.

Внутри слоя поле равно

Epzq “ Ep0q ` 4π

z
ż

0

ρ0
z1

a
dz1 “ Ep0q ` 2πρ0

z2

a
.

Из Epaq “ 0 следует, что Ep0q “ ´2πρ0aez:

Epzq “ ´2πρ0a ` 2πρ0
z2

a
“ ´2πρ0a

ˆ

1 ´ z2

a

˙

.

Решение задачи 2

По принципу суперпозиции искомое
поле равно векторной сумме полей, со-
здаваемых дугой и парой полубесконеч-
ных нитей. Причем последние два векто-
ра друг друга компенсируют ∗. Поле от

∗Это следует из известного свойства поля полубесконечной нити:
в любой точке плоскости, нормальной к нити и проходящей через ее
конец, поле ориентировано под углом 45˝ к нити. Расположение двух
нитей таково, что их поля в заданной точке противоположны.
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дуги можно рассчитать интегрированием как проекцию на
прямую OA:

E1 “ 2

π
4
ż

0

κR cosαdα

R2
“ 2

κ

R
sin
π

4
“ κ

?
2

R
.

Решение задачи 3

Довольно естественно предполо-
жить, что силовые линии электриче-
ского поля проходят по дугам окруж-
ностей вокруг оси z:

EpRq “ EpRqeα. (1)

Сделанное предположение выдерживает проверку на вы-
полнение условий divE “ 0, rotE “ 0 в объеме и гранич-
ных условий ϕ|x“0 “ U, ϕ|y“0 “ 0. По теореме единствен-
ности решение (1) является единственно верным ∗.

∗В действительности в условии задачи не задан потенциал на оси
z. Вследствие этого граничные условия оказываются неполными, что
формально не позволяет применить теорему единственности. Дей-
ствительно, если добавить к потенциалу, отвечающему решению (1),

выражение вида
8
ř

m“1

pAmrm `Bmr´mq sinmα, то потенциал будет по-

прежнему удовлетворять уравнению Лапласа в объеме и граничным
условиям ϕ|x“0 “ U, ϕ|y“0 “ 0 на границе.

Казалось бы, добавка занулится, если уточнить, что в зазоре ваку-
ум и, следовательно, там не содержится зарядов. Но и в этом случае
заряды могут возникнуть на границе между зазором и диэлектри-
ком. Кроме того, искажение формы силовых линий неизбежно про-
изойдет при малых r вследствие искривления поверхности электро-
дов на краях.

Поэтому будем понимать под зазором заполненный вакуумом ци-
линдр малого радиуса с осью z. Если этот радиус все же много боль-
ше расстояния между электродами, то силовые линии поля будут
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Из условия U “ πR
2
E1pRq следует

E1pRq “ 2U

πR
, D1pRq “ ε

2U

πR
.

Из условия U “ ´3πR
2

E2pRq следует

E2pRq “ ´ 2U

3πR
, D2pRq “ 2U

3πR
.

Плотность свободного заряда в плоскости y “ 0 равна

σ “ D2n ´ D1n

4π
“ ´ U

6π2x
p3ε ` 1q.

Решение задачи 4

Заданный шар можно представить как множество вло-
женных одна в другую сфер толщиной dr. Каждая сфе-
ра характеризуется эффективной поверхностной плотно-
стью заряда dσprq “ dσ0prq cos θ “ ρ0 cos θdr. Известно,
что внутри отдельной сферы с таким распределением за-
ряда формируется однородное поле, а снаружи – поле ди-
поля (см., например, [4] на с. 75):

r ă r1 : dEprq “ 4πρ0dr
1

3
ez,

r ě r1 : dEprq “ ´dp
r3

` 3
pdp¨rqr

r5
,

где dppr1q “ 4πρ0r
13

3
dr1ez – дипольный момент элементар-

ной сферы радиусом r1 толщиной dr1.

проходить вдоль границы раздела «вакуум – диэлектрик» без об-
разования на ней поверхностных зарядов. Этому случаю отвечает
решение (1).
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Тогда поле Eprq внутри шара находится как

Eprq “
r
ş

0

´

´dppr1q
r3

` 3
pdppr1q¨rqr

r5

¯

`
a
ş

r

4πρ0dr
1

3
ez “

“
r
ş

0

´

´4πρ0r
13

3r3
dr1ez ` 34πρ0r

13

3

pez ¨erq
r3

dr1er
¯

`
a
ş

r

4πρ0dr
1

3
ez “

“ ´πρ0r
4

3r3
ez ` πρ0pez ¨erqr4

r3
er ` 4πρ0

3
pa ´ rqez “

“ πρ0 cos θrer ` 4πρ0
3

pa ´ 5r
4

qez,

где r – координата точки наблюдения, а интегрирование
производится по штрихованной переменной.

Поле Eprq за пределами шара находится как поле ди-
поля с дипольным моментом

p “
a
ş

0

dp “
a
ş

0

4πρ0r
13

3
dr1ez “ πρ0a

4

3
ez,

Eprq “ ´ p

r3
` 3

pp¨rqr
r5

.

Контрольная работа 1.1, вариант 2

Решение задачи 1

Снаружи E находится как поле бесконечной равномер-
но заряженной плоскости E “ 2πσ z

|z|ez, где эффективная
поверхностная плотность заряда

σ “
a
ż

´a

ρpzqdz “
a
ż

´a

ρ0 sinpπz{aqdz “ 0.
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Внутри слоя поле равно

Epzq “ Ep0q`4π

z
ż

0

ρ0 sinpπz1{aqdz1 “ Ep0q`4ρ0a
´

1 ´ cos
πz

a

¯

.

Epaq “ 0, откуда получаем Ep0q “ ´8ρ0aez. Итак, внутри
слоя имеем:

Epzq “ ´8ρ0a ` 4ρ0a
´

1 ´ cos
πz

a

¯

“ ´4ρ0a
´

1 ` cos
πz

a

¯

.

Решение задачи 2

Две прямые нити вклада в поле не
дают (см. комментарий в сноске к зада-
че 2 варианта 1, с. 122). Заряд на дуге
можно рассматривать как суперпози-
цию зарядов плотностью κ на полной
окружности и плотностью ´κ на дуге
из задачи 2 варианта 1. Поле полной

окружности равно нулю, а поле малой дуги возьмем из
задачи 2 варианта 1 с заменой знака (направления векто-
ра E1):

E “ E1 “ ´κ

?
2

R
.

Решение задачи 3

Поле имеет вид (см. задачу 3
варианта 1 на с. 123):

EpRq “ EpRqeα. (1)

Из условия U “ πR
2
E1pRq сле-

дует

E1pRq “ 2U

πR
, D1pRq “ 2U

πR
.
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Из условия U “ ´3πR
2

E2pRq следует

E2pRq “ ´ 2U

3πR
, D2pRq “ ´ε 2U

3πR
.

Плотность свободного заряда в плоскости y “ 0 равна

σ “ D2n ´ D1n

4π
“ ´ U

6π2x
p3 ` εq.

Контрольная работа 1.2, вариант 1

Решение задачи 1

Поле в точке r от контура
с током определяется законом
Био – Савара:

Bprq “ I

c

ż

dℓ ˆ R

R3
,

где R – радиус-вектор из элемента dℓ проводника с током
в точку наблюдения.

Найдем поле от одной стороны с током:

B1 “ I

c

ż

AB

dℓ ˆ R

R3
.

Удобно перейти к интегрированию по углу:

z “ AB ´ OK ctgα, dz “ OKdα
sin2 α

, R “ OK
sinα

,

B1 “ I
c

5π
6
ş

π
6

OK2 sin3 αdα
OK3 sin2 α

“ I
c¨OK

5π
6
ş

π
6

sinαdα “

“ 3I
ca cos π

6

pcos π
6

´ cos 5π
6

q “ 6I
ca
.
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Поле от всего треугольного контура:

B “ 3B1 “ 18I

ca
, направлено на нас.

Решение задачи 2

$

&

%

q1 “ C11ϕ1 ` C12ϕ2

q2 “ C21ϕ1 ` C22ϕ2

Обозначим C11 “ C22 “ C1, C12 “ C21 “ C2 и перепи-
шем систему в виде

$

&

%

ϕ1C1 `ϕ2C2 “ q1

ϕ2C1 `ϕ1C2 “ q2

Находим неизвестные C1, C2 по правилу Крамера:

C1 “ ∆1

∆
“ q1ϕ1 ´ q2ϕ2

ϕ2
1

´ϕ2
2

, C2 “ ∆2

∆
“ q2ϕ1 ´ q1ϕ2

ϕ2
1

´ϕ2
2

.

Решение задачи 3

Будем искать решение в виде

J “ 0, r ă a

J “ J0ex ´ 2 A
r2
ez ` 4

Apex¨rqr
r4

, r ą a

Из граничного условия J2n “ J1n “ 0 найдем неизвест-
ную A:

J0 cosα´ 2
A

a2
cosα` 4

A

a2
cosα “ 0,

откуда A “ ´J0a
2

2
.

Полученное решение удовлетворяет уравнению div j “
“ 0 для плотности тока и уравнениям divE “ 0, rotE “
“ 0 для электрического поля. С учетом граничных усло-
вий выполняются условия теоремы единственности.
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Решение задачи 4

В соответствии с методом изображе-
ний поле в среде 2 имеет вид

E2prq “ q2

r2
er,

где q2 “ 2ε2
ε1`ε2 q.

Искомый поток удобно считать как
поток поля E2 через часть сферы ради-
усом r с центром в точке O:

Φ “
θ
ż

0

2ε2

pε1 ` ε2qr2 q ¨ 2πr2 sin θ1dθ1 “ 4πε2

ε1 ` ε2
qp1 ´ cos θq.

Контрольная работа 1.2, вариант 2

Решение задачи 1

По аналогии с задачей 1 ва-
рианта 1 на с. 127 найдем поле
B1 от одной стороны с током:

B1 “ I

c

5π
6
ż

π
6

OK2 sin3 αdα

OK3 sin2 α
“

“ I

c ¨ OK

3π
4
ż

π
4

sinαdα “ 2I

ca
pcos π

4
´ cos

3π

4
q “ 2

?
2I

ca
.

Поле от всего квадратного контура:

B “ 4B1 “ 8
?
2I

ca
, направлено на нас.
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Решение задачи 2

$

&

%

ϕ1 “ S11q1 ` S12q2

ϕ2 “ S21q1 ` S22q2

Обозначим S11 “ S22 “ S1, S12 “ S21 “ S2 и перепишем
систему в виде

$

&

%

q1S1 ` q2S2 “ ϕ1

q1S1 ` q2S2 “ ϕ2

Находим неизвестные S1, S2 по правилу Крамера:

S1 “ ∆1

∆
“ q1ϕ1 ´ q2ϕ2

q2
1

´ q2
2

, S2 “ ∆2

∆
“ q1ϕ2 ´ q2ϕ1

q2
1

´ q2
2

.

Решение задачи 3

Будем искать плотность тока на пластине вне круга
как образованную линейным электрическим диполем:

J “ A1ex, r ă a.

J “ J0ex ´ 2A2

r2
ex ` 4

A2pex¨rqr
r4

, r ą a.

Неизвестную A2 найдем из граничного условия
E2τ “ E1τ “ 0, равносильного условию J2τ “ 0:

J0 sinα´ 2
A2

a2
sinα “ 0,

откуда A2 “ J0a
2

2
.

Из граничного условия J1n “ J2n найдем A1:

A1 cosα “ J0 cosα´ J0 cosα` 2J0 cosα, A1 “ 2J0.
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Итак,

J “ 2J0ex, r ă a.

J “ J0ex ´ J0a
2

r2
ex ` 2J0a

2 cosα
r3

r, r ą a.

Полученное решение удовлетворяет уравнению div j “
0 для плотности тока и уравнениям divE “ 0, rotE “
0 для электрического поля. С учетом граничных условий
выполняются условия теоремы единственности.

Решение задачи 4

В соответствии с методом изображений ∗

поле в среде 2 имеет вид

E2prq “ q2

r2
er,

где q2 “ 2σ1
σ1`σ2 q.

Искомый ток удобно считать как поток вектора j2 “
“ σ2E2 через часть сферы радиусом r с центром в точке
O:

I “
θ
ş

0

2σ1σ2
pσ1`σ2qr2 q ¨ 2πr2 sin θ1dθ1 “ 4πσ1σ2

σ1`σ2 qp1 ´ cos θq “

“ I0σ2
σ1`σ2 p1 ´ cos θq,

где в силу теоремы Гаусса принято, что 4πσ1q “ I0.

∗См. задачу 3.29 из задачника [1].
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Экзаменационная работа 1

Решение задачи 1

Магнитное поле всюду внутри соленоида направлено
параллельно оси ∗. Из теоремы Стокса следует однород-
ность H в объеме соленоида. Тогда энергия в сердечнике
равна

Wc “ µH2

8π
πb2l,

а во всем соленоиде:

W “ µH2

8π
πb2l ` H2

8π
πpa2 ´ b2ql.

Отсюда непосредственно получаем искомое отношение:

Wc

W
“ µb2

µb2 ` pa2 ´ b2q .

Решение задачи 2

Вращающаяся заряженная сфера
эквивалентна неподвижной с распре-
деленными по ней токами. Выделим на
сфере полоску шириной adθ. Линейная
плотность тока по такой полоске равна

Jpθq “ σv “ Q

4πa2
ωa sin θ “ Qω

4πa
sin θ.

Будем искать решение для поля в виде

Bprq “ B0, r ă a,

Bprq “ m
r3

` 3
pm¨rqr

r5
, r ą a.

∗Если допустить наличие у поля радиальной составляющей, то
поток поля через поверхность цилиндра, соосного с соленоидом, ока-
жется отличен от нуля, что противоречит условию divB “ 0.
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Неизвестные B0 и m найдем из граничных условий:

H2τ ´ H1τ “ m
a3

sin θ` B0

µ
sin θ “ 4π

c
Qω
4πa

sinθ,

B2n ´ B1n “ 2m
a3

cos θ´ B0 cos θ “ 0,

откуда

m “ Qµa2ω

cpµ` 2q , B0 “ 2Qµω

capµ` 2q .

Решение задачи 3

Учитывая, что в вакууме снаружи
от соленоида вдали от его конца реше-
ние имеет вид поля точечного заряда,
будем искать решение в виде

Hprq “ A1

r2
er, z ą 0,

Hprq “ A2

r2
er, z ă 0,

где начало координат помещено в конец соленоида.
Выберем на границе раздела некоторую точку r "

?
S

и запишем в ней граничное условие на тангенциальные
компоненты H:

A1

r2
“ A2

r2
,

откуда следует, что A1 “ A2 “ A.
Теперь рассмотрим сферу радиусом r "

?
S с центром

в начале координат. Поток индукции магнитного поля че-
рез сферу равен нулю. С другой стороны этот поток скла-
дывается из потока через сечение соленоида и потока поля
вне соленоида через сферу с отверстием в месте прохож-
дения соленоида:

v
BdS “ Φ1 ` Φ2 “ ´4πµ1ISn

c
`

s
S

BdS “ 0.
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Поскольку S ! 4πr2, то
s
S

A
r2
dS «

v
A
r2
dS:

´4πµ1ISn
c

`
s
zą0

B1dS `
s
ză0

B2dS “

“ ´4πµ1ISn
c

` 2πµ1r
2 A
r2

` 2πµ2r
2 A
r2
,

откуда A “ 2µ1ISn
cpµ1`µ2q .

Итак,

Bprq “ 2µ2
1
ISn

cpµ1`µ2qr2 er, z ą 0,

Bprq “ 2µ1µ2ISn
cpµ1`µ2qr2 er,

A2

r2
er, z ă 0.

Отметим, что полученное решение при r ‰ 0 удовле-
творяет уравнениям divB “ 0 и rotH “ 0. Кроме того, на
границе раздела выполняется условие B1n “ B2n. Поэтому
по теореме единственности оно верно.

Решение задачи 4

Сила взаимодействия двух твердых диполей с фикси-
рованными ориентациями рассчитывается по формуле ∗:

F “ 3
pm1¨r12qm2`pm2¨r12qm1`pm1¨m2qr12

r5
12

´ 15
pm1¨r12qpm2¨r12qr12

r7
12

.

Выделим x-компоненту силы с учетом, что m1 ‖ ey и
m2 ‖ ex:

Fx “ 3m1¨y0¨m2

r5
12

´ 15m1y0¨m2x¨x
r7
12

“ m1m2y0
r7
12

p3r2
12

´ 15x2q “

“ m1m2y0
r7
12

p3py20 ` x2q ´ 15x2q “ 3m1m2y0
r7
12

py20 ´ 4x2q.

∗См. задачу 4.26 из задачника [1].
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Из геометрии задачи следует, что
такая же компонента силы действует
со стороны диполя m2. Поэтому иско-
мая сила равна нулю при x “ ˘y0

2
.

Кроме того, Fx ă 0 при |x| ą y0
2

и
Fx ą 0 при |x| ă y0

2
. Поэтому только

в окрестности точки x “ `y0
2

сила на-
правлена к точке равновесия, так что
в этой точке равновесие устойчиво.

Примечание. На рисунке показан вид потенциальной
энергии взаимодействия диполей с минимумом в точке устой-
чивого равновесия.

Решение задачи 5

Искомая ЭДС определяется за-
коном Фарадея:

E “ ´dΦ

cdt
,

где Φ – поток магнитного поля через сечение большого
контура при протекании по малому контуру тока Iptq.
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Этот поток удобно вычислить, воспользовавшись свой-
ством симметричности взаимных емкостных коэффициен-
тов. Такой же поток возникнет внутри малого контура,
если ток I пустить по большому контуру. При заданной
геометрии основной вклад в магнитное поле будет давать
ток, текущий по стороне CD (см. рисунок), которую мож-
но считать бесконечным прямым проводом:

B “ 2I

cR
.

Тогда искомый поток равен

Φ “
x 2I

cR
dS “ b

h`a
ż

h

2I

cR
dR “ 2bI0 cosωt

c
ln

h ` a

h
,

а искомая ЭДС

E “ 2bωI0 sinωt

c2
ln
´

1 ` a

h

¯

.

Решение задачи 6

Запишем уравнение Максвелла с токами смещения:

rotH “ 4π

c
j ` dD

cdt
.

Проинтегрируем уравнение по площади поверхности, на-
тянутой на некоторый контур C:

x
rotHdS “

¿

C

Hdℓ “ 4πI

c
` d

cdt

x
DdS.

Получили теорему Стокса при наличии токов смещения.
Заряд на шариках меняется со временем и создает в про-
странстве переменное электрическое поле:
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9D “ 9q

R2
eR “ I

R2
eR

Выберем в качестве контура
окружность радиусом r с центром в
точке O (см. рисунок). В зависимо-
сти от того, какую поверхность мы
натянем на контур, ток I будет или не будет через нее
протекать. Если задать в качестве поверхности круг, ток
через него протекать не будет, а поток вектора 9D будет
одинаковым от обоих шариков. Из симметрии задачи сле-
дует, что вектор H имеет только α-компоненту и зависит
только от r. Тогда

2πrHprq “ 2
s

I
cR12 cos θ

1dS “ 2
ş

I
cR12 cos θ

1 ¨ 2πr1dr1 “

“ 4π
r
ş

0

lI
2cR13 r

1dr1 “ π
r
ş

0

lI
cpr12`l2{4q3{2 dr

12 “

“ 2πlI
c

ˆ

2

l
´ 1?

r2`l2{4

˙

“ 4πI
c

ˆ

1 ´ l

2

?
r2`l2{4

˙

,

откуда искомое поле Hprq “ 2I
cr

ˆ

1 ´ l

2

?
r2`l2{4

˙

∗.

∗Видно, что при r Ñ 8 получаем поле прямого провода, а при
r Ñ 0 H Ñ 0. Действительно, на больших расстояниях шарики пред-
ставляют собой точку с суммарным нулевым зарядом, а провод с
небольшим разрывом – непрерывный провод с током. При r Ñ 0

циркуляция поля H по окружности с малым радиусом r убывает
как r2. Поэтому Hprq9 r Ñ 0.
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Контрольная работа 2.1, вариант 1

Решение задачи 1

Эффективная апертура зер-
кала, задающая поперечный
размер отраженного пучка,
равна d cos θ. Соответствую-
щий размер пятна на вообра-
жаемой плоскости, перпенди-
кулярной пучку:

D˚ “ d cos θ` l

sinθ
¨ λ

d cos θ
.

Условие на минимум для D˚ то же, что и для D (на
экране Э):

D˚1 “ cos θ´ λl
d2
0
sinθ cos θ

“ 0 Ñ

Ñ d0 “
b

λl
sinθ cos2 θ

.

Минимальный размер

D˚
min “ 2

c

λl

sin θ
, Dmin “ D˚

min

sinθ
“ 2

sinθ

c

λl

sinθ
.

Решение задачи 2

Получим выражение для групповой скорости lm-волны
при частоте ω. Закон дисперсии:

ω2 “ c2k2z `
ˆ

πl

a

˙2

`
´

πm

b

¯2

“ c2k2z `ω2
lmmin.

Продифференцируем равенство по kz :

2ω
dω

dkz
“ 2c2kz
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Отсюда получим

vg “ dω

dkz
“ c2kz

ω
“

c2
b

ω2 ´ω2
lmmin

cω
“ c

c

1 ´
´

ωlmmin

ω

¯2

.

В нашей задаче ωlmmin “ ω10min “ πc
a

, ω “ ω20min “
“ 2πc

a
∗, поэтому

vg “ c

c

1 ´ 1

4
“

?
3c

2
.

Решение задачи 3

Заданные коэффициенты отражения опи-
сываются выражениями

r “ xS1y
xS0y , rs “ xSs1y

xSs0y , rp “ xSp1y
xSp0y .

Среднее по времени значение вектора
Пойтинга для плоской волны записывается
как

xSy “ c

8π
E2.

Интенсивности ортогональных s- и p-волн складыва-
ются. Тогда

r “ xS1y
xS0y “

E2
s1 ` E2

p1

E2
s0 ` E2

p0

“
rsE

2
s0 ` rpE

2
p1

E2
s0 ` E2

p0

“
E2

p0prs tg2 θ` rpq
E2

p0ptg2 θ` 1q ,

откуда

tg θ “
c

rp ´ r

r ´ rs
.

∗ω20min ă ω01min “ πc
b

“ 3πc
a

.
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Решение задачи 4

Ищем решение в виде, обеспечивающем условие Ex “ 0

на стенках резонатора:

Expzq “

$

&

%

A sinp?
εkzq, 0 ď z ď d,

B sinpkpz ´ d ´ aqq, d ď z ď d ` a.

Hypzq “

$

&

%

?
εA cosp?

εkzq, 0 ď z ď d,

B cospkpz ´ d ´ aqq, d ď z ď d ` a.

Слой диэлектрика толщиной d накладывает дополни-
тельные граничные условия на поля на границе «вакуум
– диэлектрик»:

Eτ1 “ Eτ2, Hτ1 “ Hτ2. (1)

Граничные условия (1) принимают
вид

A sinp?
εkdq “ ´B sinpkaq,

?
εA cosp?

εkdq “ B cospkaq.
(2)

Делением первого уравнения в (2) на второе получаем
уравнение на a:

tgpkaq “ ´ 1?
ε
tgp

?
εkdq. (3)

Поскольку частота задана, то k “ ω
c

и правая часть (3)
– константа. Тогда можно написать

a “ c

ω

„

πm ´ arctg

ˆ

1?
ε
tg

?
εωd

c

˙

, m “ 1, 2, 3, ...
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Контрольная работа 2.1, вариант 2

Решение задачи 1

Эффективная апертура зеркала, задающая попереч-
ный размер отраженного пучка, равна d cosα. Соответ-
ствующий размер пятна на воображаемой плоскости, пер-
пендикулярной пучку:

D˚ “ d cosα` l

cosβ
¨ λ

d cosα
.

Условие на минимум для D˚ то
же, что и для D (на экране Э):

D˚1 “ cosα´ 1

d2
0

¨ λl
cosβ cos α

“ 0 Ñ

Ñ d0 “
b

λl
cosβ cos2 α

.

Минимальный размер

D˚
min “ 2

d

λl

cosβ
, Dmin “ D˚

min

cosβ
“ 2

cosβ

d

λl

cosβ
.

Решение задачи 2

Из решения задачи 2 варианта 1 (см. с. 138) групповая
скорость равна

vg “
?
3c

2
.

Отсюда фазовая скорость:

vph “ c2

vg
“ 2

?
3c

3
.
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Решение задачи 3

Заданные коэффициенты отражения опи-
сываются выражениями

d “ xS2y
xS0y , ds “ xSs2y

xSs0y , dp “ xSp2y
xSp0y .

Среднее по времени значение вектора
Пойтинга для плоской волны записывается как

xSy “ c

8π
E2.

Интенсивности ортогональных s- и p-волн складыва-
ются. Тогда

d “ xS2y
xS0y “

E2
s2 ` E2

p2

E2
s0 ` E2

p0

“
dsE

2
s0 ` dpE

2
p0

E2
s0 ` E2

p0

“
E2

p0pds tg2 θ` dpq
E2

p0ptg2 θ` 1q ,

откуда

tg θ “
d

dp ´ d

d ´ ds
.

Решение задачи 4

Как получено в решении задачи 4
варианта 1 (см. на с. 140),

tgpkaq “ ´ 1?
ε
tgp

?
εkdq,

откуда

d “ c?
εω

”

πm ´ arctg
´?
ε tg

ωa

c

¯ı

, m “ 1, 2, 3, ...
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Экзаменационная работа 2

Решение задачи 1

Запишем поле за слайдом в виде интеграла Кирхгофа
в области дифракции Фраунгофера:

Ep “ e
ik

ˆ

zp` x2p
2zp

˙

a

iλzp

w
ż

´w

E0 ¨ p1 ´ b ` b cosαxq eikxx dx.

С учетом cosαx “ eiαx ` e´iαx

2
интеграл разбивается на

три слагаемых, каждое из которых соответственно содер-
жит множители:

I1 “
w
ş

´w

eikxx dx “ eikxx

ikx

ˇ

ˇ

ˇ

w

´w
“ 2w sincpkxwq,

I2 “
w
ş

´w

e´iαx eikxx dx “ eipkx´αqx

ipkx´αq

ˇ

ˇ

ˇ

w

´w
“ 2w sincppkx ´ αqwq,

I3 “
w
ş

´w

eiαx eikxx dx “ eipkx`αqx

ipkx`αq

ˇ

ˇ

ˇ

w

´w
“ 2w sincppkx ` αqwq.

При устремлении ширины слайда к бесконечности каж-
дый интеграл приобретает вид острого пика соответствен-
но при kx “ ´α, 0,α.

В приближении Фраунгофера kx “ 2π
λ
tg θ,

откуда tg θ “ ´αλ
2π
, 0, αλ

2π
.

Решение задачи 2

По принципу Бабине имеем

Ê0 “ Ê1 ` Ê2,

где шляпкой помечены векторы на
комплексной плоскости.
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На диаграмме Френеля точкой A обозначен конец век-
тора Ê1. Он лежит на одном из витков спирали, отве-
чающем последней зоне Френеля, укладывающейся в от-
верстие 1. Поскольку все зоны Френеля в этом отверстии
частично заслонены, то центр спирали расположен ниже
точки C, а ее радиус даже для небольшого числа зон Фре-
неля меньше E0.

Дополнительным к экрану 3

будет экран с одним сердечком-
отверстием. Поле в точке P за та-
ким экраном будет равно 1

3
Ê1. То-

гда по принципу Бабине имеем

Ê0 “ 1

3
Ê1 ` Ê3,

откуда

Ê3 “ Ê0 ´ 1

3
Ê1.

Из треугольника AOC получим

AC2 “ OA2 ` OC2 ´ 2OA ¨ OC cosφ,

cosφ “ OA2`OC2´AC2

2OA¨OC
“ E2

1
`E2

0
´E2

2

2E1¨E0
.

Из треугольника BOC получим

I3 “ E2
3 “ BC2 “ 1

9
OA2 ` OC2 ´ 2OA

3
¨ OC cosφ “

“ E2

1

9
` E2

0 ´ 2

3
E1E0

E2

1
`E2

0
´E2

2

2E1E0
“

“ 1

9
I1 ` I0 ´ 1

3
pI1 ` I0 ´ I2q “ 6I0`3I2´2I1

9
.
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Решение задачи 3

Из задачи про вращающийся электрон (4.18 [2]) знаем:

H0pr, tq “
:d ˆ n

c2r
“ qaω2

c2r

a

1 ´ sin2 θ cos2ωt1eφ,

B

dJ

dΩ

F

“ cr2

4π

@

|H0prq|2
D

“ q2ω4a2

8πc3
p1 ` cos2 θq,

где t1 “ t ´ r{c – время излучения волны, eφ – единич-
ный вектор, направленный по :dˆ n, H0 – магнитное поле
вращающегося электрона в волновой зоне ∗.

Учтено, что

pr ¨ :dq “ x ¨ :dx ` y ¨ :dy ` z ¨ :dz “

“ 0 ` y ¨ :dy ` 0 “ r sin θ ¨ :d cosωt1 “

“ r :d cos θ1,

откуда следует, что cos θ1 “ sin θ cosωt1.

Вклад dH в амплитуду поля от каждого кусочка па-
лочки длины dz одинаков по величине и сдвинут по фазе
(в связи с разностью хода) на ´kz cos θ, что эквивалентно

∗Электромагнитная волна в произвольной точке пространства эл-
липтически поляризована и записывается как

Hp1, b eiψq e´iωt
.

Его мгновенная величина равна H “ pH cospωtq, bH cospωt ´ ψqq, а

средний квадрат xH2

0y “ 1`b2

2
H2.
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умножению амплитуды dH на фазовый
множитель e´ikz cos θ. Сумма вкладов всех
кусочков равна:

Hpr, tq “ C
l{2
ş

´l{2
e´ikz cos θ

κdz “

“ κlC sinc
`

kl
2
cos θ

˘

.

В случае l Ñ 0 должны получить

Hpr, t1q Ñ qC “ qaω2

c2r

a

1 ´ sin2 θ cos2ωt1,

откуда

C “ aω2

c2r

a

1 ´ sin2 θ cos2ωt.

Усреднение по времени дает

xC2y “ a2ω4

2c4r2
p1 ` cos2 θq.

Отсюда получаем искомое угловое распределение:

@

dJ
dΩ

D

“ Sr2 “ cr2

4π

@

H2prq
D

“ c
4π
κ
2l2

@

C2
D

sinc2
`

kl
2
cos θ

˘

“

“ κ
2l2ω4a2

8πc3
p1 ` cos2 θq sinc2

`

kl
2
cos θ

˘

“

“ κ
2l2ω4a2

8πc3
p1 ` cos2 θq sinc2

`

π
2
cos θ

˘

.

Решение задачи 4

Средняя по времени плотность потока импульса элек-
тромагнитной волны задается выражением xSy

c
, где xSy –

средняя плотность мощности излучения.
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Средний импульс, передаваемый в единицу времени
единице отражающей поверхности, составляет

p “ 2xSy
c

,

что с другой стороны равно давлению света.
Сила гравитационного притяжения, действующая на

единицу поверхности паруса, равна

fg “ γ
Mcρd

R2
,

где ρ – плотность, d – толщина пленки.
Условие удаления паруса от Солнца:

fg ă p.

Средняя плотность мощности излучения на расстоя-
нии R от Солнца равна

xSy “ W

4πR2
.

Тогда получим

γMcρd ă 2W

4π
,

откуда искомая толщина пленки

d ă 2W

4πγMcρc
“ W

2πγMcρc
.

Подставляем численные величины в системе СГС:

d ă 3.8¨1026¨107
2¨3.14¨6.67¨10´11¨103¨2¨1033¨1.5¨3¨1010 “ 1 ¨ 10´4 см “ 1 мкм.
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Решение задачи 5

Под действием электрическо-
го поля падающей волны заряды
совершают колебательные дви-
жения вдоль спицы. Амплитуды
колебаний одинаковые, но вто-
рой заряд опережает первый по
фазе на величину ka cosα. С дру-

гой стороны, второй заряд находится ближе ∗ к приемнику
сигнала: по оси x на a cosα, по оси y – на a sinα. Поэтому
для волн, рассеянных в этих направлениях, сдвиг по фазе
составляет соответственно

∆φx “ ka cosα´ ka cosα “ 0,

∆φy “ ka cosα´ ka sinα “ kapcosα´ sinαq.

Магнитное поле дипольного излучения в волновой зоне

Hprq “
:d ˆ n

c2r
.

Поэтому амплитуда магнитного поля вдоль оси x опре-
деляется проекцией :dy, а вдоль оси y – проекцией :dx. Для
средних по времени квадратов модулей комплексных вы-
ражений имеем (см. формулу (11.5) из [5]):

xH2pyqy “ 2
x :d2xy
c4r2

p1 ` cospkapcosα´ sinαqq “

“ 2
x :d2y cos2 α

c4r2
p1 ` cospkapcosα´ sinαqq,

xH2pxqy “ 2
x :d2yy
c4r2

p1 ` cos 0q “ 4
x :d2y sin2 α

c4r2
.

∗Без ограничения общности примем 0 ă α ă π{2.
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Отсюда искомое отношение

Ix

Iy
“ xH2pxqy

xH2pyqy “ 2 tg2 α

1 ` cospkapcosα´ sinαqq .

Решение задачи 6

Распределение интенсивности в интерференционной кар-
тине на траектории частицы описывается выражением

IpX 1q “ I0

N2
¨ sinc2 kaX

1

2L
¨ sin

2 kbNX1

2L

sin2 kbX1
2L

.

Мощность потерь на излучение свободной заряженной
частицы в переменном электрическом поле равна

BE
Bt “ 2q4E2

3m2c3
.

По условию потери на излучение малы по сравнению
с кинетической энергией. Поэтому считаем v “ const, и
тогда полная энергия на излучение запишется как ∗

∆E “ 2q4

3m2c3

8
ż

´8

E2ptqdt “ 2q4

3m2c3v

8
ż

´8

IpX 1qdX 1. (1)

Трудности с интегрированием (1) можно преодолеть,
оценив интеграл с хорошей точностью из следующих со-
ображений. Интенсивность сосредоточена в главных ди-
фракционных максимумах ∗∗ угловой ширины 2λ

Nb
в интер-

вале
“

´ λ
a
, λ
a

‰

. Число этих максимумов M « 2b
a

, а средняя

∗При реальных размерах оптической системы время прохождения
частицей светлой интерференционной полосы много больше периода
колебаний переменного поля. Поэтому происходит усреднение E2 по
времени, и можно записать под интегралом xE2y “ IpX 1q.

∗∗Аккуратный расчет показывает, что в них сосредоточено „ 90%

интенсивности.
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интенсивность

xIy « 0, 452I0 « 0, 2I0

(один множитель „ 0, 45 за счет усреднения sinc2, другой

„ 0, 45 за счет усреднения дроби
sin2

kbNX1
2L

N2 sin2
kbX1
2L

, сводящейся к

sinc2 с учетом малости аргумента синуса в знаменателе в
окрестности главных максимумов ∗).

Тогда получаем оценку

∆E “ 2q4

3m2c3v
xIyM « 0, 27

πLq4

m2c3vNak
I0.

∗Точные расчеты показывают, что при N " 1 xsinc2y “ 0, 45 с
точностью до второго знака после запятой.

150



СПИСОК

ЛИТЕРАТУРЫ

1. Меледин Г. В., Черкасский В. С. Электродинамика в за-
дачах. Новосибирск: НГУ, 2009. Ч. 1. Электродинамика
частиц и полей. С. 48, 88, 96, 97, 131, 134

2. Меледин Г. В., Черкасский В. С. Электродинамика в за-
дачах. Новосибирск: НГУ, 2005. Ч. 2. Электродинамика
частиц и волн. С. 102, 106, 145

3. Батыгин В. В., Топтыгин И. Н. Сборник задач по элек-
тродинамике. М.: НИЦ «Регулярная и хаотическая ди-
намика», 2002. С. 49

4. Яковлев В. И. Классическая электродинамика. Новоси-
бирск: НГУ, 2003. Ч. 1. Электричество и магнетизм. С.
124

5. Яковлев В. И. Классическая электродинамика. Ново-
сибирск: НГУ, 2009. Ч. 2. Электромагнитные волны. С.
148

6. Гинзбург И. Ф., Погосов А. Г. Электродинамика. Ново-
сибирск: НГУ, 2010. Релятивистское описание. Волно-
вые явления. С. 72

151



Учебное издание

Яковлев Валериан Иванович, Погосов Артур Григорьевич,
Синицкий Станислав Леонидович,
Богомягков Антон Викторович,

Брагинский Леонид Семенович, Володин Владимир Алексеевич,
Жданов Евгений Юрьевич, Казанцев Дмитрий Михайлович,
Зайцев Александр Васильевич, Захаров Михаил Иванович,

Калинин Петр Валерьевич,
Котельникова Мария Станиславовна,

Максимов Дмитрий Александрович, Новиков Павел Леонидович,
Похабов Дмитрий Александрович, Сандалов Евгений Сергеевич,
Симонов Андрей Артемович, Степанов Василий Дмитриевич,

Шушаков Олег Алексеевич.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ И ОЛИМПИАДНЫЕ

ВАРИАНТЫ ЗАДАЧ ПО

ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ

2017–2020 гг.

Учебное пособие

Редактор С. В. Исакова

Оригинал-макет П. Л. Новикова

Подписано в печать 25.09.2023 г.
Формат 60ˆ84 1/16. Офсетная печать.

Уч.-изд. л. 10. Усл. печ. л. 9,3. Тираж 115 экз.

Заказ №215
Издательский полиграфический центр НГУ.

630090, Новосибирск, ул. Пирогова, 2.


	Предисловие
	Условия задач
	2017/2018 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Контрольная работа 2.2, вариант 1
	Контрольная работа 2.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 2

	2018/2019 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Контрольная работа 2.2, вариант 1
	Контрольная работа 2.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 2

	2019/2020 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Экзаменационная работа 2


	Решения
	2017/2018 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Контрольная работа 2.2, вариант 1
	Контрольная работа 2.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 2

	2018/2019 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Контрольная работа 2.2, вариант 1
	Контрольная работа 2.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 2

	2019/2020 учебный год
	Контрольная работа 1.1, вариант 1
	Контрольная работа 1.1, вариант 2
	Контрольная работа 1.2, вариант 1
	Контрольная работа 1.2, вариант 2
	Экзаменационная работа 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 1
	Контрольная работа 2.1, вариант 2
	Экзаменационная работа 2


	Список литературы

